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В работе рассматриваются, «типичные* свойства одномерной си
стемы Дирака, которую, следуя монографии (։). мы будем записы
вать в виде*.

-£-У։=У։ + М*. ш)у«—кУ»: ®€2. (О
а(

(I .XX
—У։= -У։ - Ш)У1 -Н-У։- 
я/

Потенциалы р։ и р. будут предполагаться ограниченными, параметр 
ш принадлежит выборочному пространству У, снабженному вероят
ностной мерой Р. Мы считаем, что эта мера инвариантна относитель
но трансляций /-+/Ч-Л, Л£/?։, так что с вероятностной точки зрения 

®). Рг(Л ՝“)) двумерный стационарный в узком смысле процесс. 
Нас будут интересовать спектральные свойства системы (1), вы

полненные Р-почти-наверное (п. и.) (именно такие свойства и назы
ваются .типичными*).

Теория случайного оператора Штурма—Лиувилля развита в (*՜4). 
Настоящая статья имеет много точек соприкосновения с этими рабо
тами. Так же как и в (։։) мы сосредоточим внимание на специальном 
классе марковских потенциалов. Именно пусть К— компактное рима
ново многообразие класса С°, Д-оператор Лапласа-Бельтрами, 11у — 
риманова мера, Р։(л): АС—/?։, /=1, 2—гладкие неуплощающиеся 
функции. Последнее означает, что для некоторого пс и любой точки 
х£К найдутся такие /П/а^л0, ։ = 1, 2, что 4//"*(/?/(л))У=0.

Пусть А”,—диффузионный процесс на К с инфинитезимальным 
оператором 1/2 Д; х, у)—его переходная плотность. Тогда

Игл р(Г, х, у) = _1__
ИЮ

Iք/у ’
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причем сходимость экспоненциально быстрей. Если считать, что в 
какой-то момент /0 процесс Лримеет равномерное распределение на 
/< (с плотностью 1/1/(А)), то Хь а значит и / = 1.2 превра
щаются в стационарные процессы с хорошими свойствами эргодич
ности. Отныне мы будем считать, что

ми-ТО. Р։(/,

2. Как и в (։) мы будем изучать спектральные свойства системы 
(!) в гильбертовом пространстве /.*(/?*) вектор-функций у(О=(у,(/)т 
у,(/)) со скалярным произведением

Одним из основных объектов, связанных с (I) является матричная 
/5 г, \

спектральная мера / ) и особенно, ее след: 5рз = о —; 4֊
ч /

В частности, система Дирака имеет в /?(/?’) полную ортонормнрован- 
ную систему собственных функции тогда и только тогда, когда мера 
р чисто атомическая и спектр 5 системы Дирака (как множество на 
оси X) совпадает с носителем меры р.

Меру р удобно (метод Левитана) строить предельным переходом. 
Рассмотрим на [ А, А| задачу (I) с граничными условиями

•
У։( — Ь) 51 п® - — у։(—/. )СО5?- = 0.

у։(Д)51п®+ • у2(£)со5® =0. (2|
Если /0(Л)։ )■ ,(£), ... и у0(/), у ։(О, • • /-1 собственные
значения и собственные функции задачи (1), (2), то след соответ
ствующей спектральной меры рд, определяется (для интервала А на 
осн >.) формулой

Р4(Д)=2
'|€А

У1(о, >/> + У1(0. М

11 у( Л >7) Г л
V «/И).
‘,€3

(3)

Нам удобно (действуя по аналогии (*) и I1)) выразить р, (А) в дру
гих терминах. Положим в системе (1)

у,(/, И —гз!п0, ^_=г(/ Х) 6£51 га R1. (4)
У։(/, >.) = ГСО5 0. д>.

(Здесь 5‘ интервал (0, *1 с отождественными концами, /?+ = |г,г>0|.

Тот факт, что — >0 доказывается совсем просто). 
О!

Без труда получаются следующие формулы (бол е симметрич
ные, чем аналогичные формулы в (։) и (*)):
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— = sin29 i- (> sir.9 G p- ~ Pi(x>)cos’6, 
dt

— = —r(2cos20+ sin 20(p,(.r) — pj(x))), (5)
dt 2

— = z(2cos 29 4- (p։(x)—pj(x)) sin 29)4-1. 
dr

3. Мы будем строить собственные функции у>,(0; 7.)
склеивая в точке 0 решения уравнений (1) и (2), выпущенные из 
точек А. С этой целью вводятся симметричные обозначения;

9 (s) = б( —L 4- $), 6+(0)=ф+, 0-(s)=-9(Z-s), 6֊(0)=ф֊,

Г ($) = г( — L 4- $), г-($) = -r(L-s), (6)

Z-(S) = —, z+(0)=0, z(s) =^-, z~(0)=0, 
dr d>.

O^s^L.

функции 9 , г . г удовлетворяют прежним уравнениям (.5) с оче
видными модификациями. Из этих уравнений амплитуды г- еще не 
определяются однозначно. Положим г (£) = г(0) = 1. Тогда мы можем 
построить при любом / .квазнрешение* (1), (2)

У (0 =
(г՜ sin9+,
(г՜ sin9 ,

r+cos9+)(A4-O,
r~cos9-)(Z.—О, 0<7 < L, (7)

удовлетворяющее системе (I) всюду, кроме, быть может, точки /=0. 
.'I е м м а 1. При любом л

z:(D г ՝;(/-) =
д(в+ 4 9՜) 

di.
(0= |] у, £»(-£. £j .

Лемма 2. Собственные числа ладачи (1) и 2 суть корни урав
нения

9;(Z) 4-0֊(Z.)=0(mod г.).

1 е м м а 3. Для любого е>0

v
J61

g((9; (/_)-+- 9<-(Z.)mod֊)
(?;(/.) 4-?,֊(/.))' t/, ,

гОе аДЛ) атомы меры рг . п ^-функцию в праной части следует 
понимать в смысле естественного предельного перехода.

Леммы 1—3 доказываются примерно по тому же плану, что в 
( ) с использованием явных формул (5) —(7).

4. Следующие три леммы очень важны. Их вывод опирается на 
теорию вырожденных эалнптических и параболических операторов.

266



Они доказываются по плану, предложенному в (*), но с учетом ряда 
технических деталей.

Лемма 4. Каждая из пар (6+(Л. Х+), Х։), ։ 0 пред
ставляет марковский, эргодический диффузионный процесс. Если 

®։)» (•*։» М)~соответствующие переходные плотности՝
то

Нт Р, (С (х։, 0։). (л։, 0։)) = к*(л։, G0

{сходимость экспоненциально быстрая).
Лемма 5. При любом > обе тройки процессов (X4, б , г ) 

марковские и имеют при Г>/0>0 и Х£А ограниченные (по совокуп
ности аргументов) плотности рЦ(, (х,. 8։. ?։), (д։, 0։, ?։)). 
Следующая лемма (точно так же как и ее аналог в (*)) играет в даль
нейшем центральную роль. Она тесно связана с известной теоремой 
Ферстенберга.

Лемма 6. Для любого >£А и любых (х։, б։), />0

Д1(г;‘|Хоь=л։. б (О) = 0։. z (0) =0)<с<оо.

Лемма 7. Переходные вероятности Р-, введенные в лемме 5. 
сходятся при /֊»ос к единственной инвариантной мере с плот
ностью ~։ (х, 0, г) {сходимость ограниченная).

Из лемм 1—6 по тому же плану, что н в (••*), но в ряде слу
чаев с серьезными техническими изменениями выводятся следующие 
результаты.

Теорема I. Для любого интервала А

ЛЬД (А) = | Л { к+ -гдхсМ.
А у

Теорема 2. Существует плотность состояния, т. е.

1 im 
£

«11^ _ f w,.
21 .)A

где H(i, А) —число JX,-(£)£A|. причем n{/ ) = \ х+(6)к7(в)</9, а это

значит, что j n(>)d՛.=7Ир(Л).
A

Теорема 3. Спектр S системы (I) с вероятностью 1 совпадает 
с свои м существенным спектром и с замыканием мни w тва 
Р : Л(М>0|- Этот спектр состоит из оси —с выкинутым 
интервалом (>1։ >2). где

л։ = 1пах 1/2(г*|(лг)-* p2(-v)—) • Pi(-v) —f*s( v( P + *h

). = mln l/2(?1(-<)+ ?։(•''» 0-
(Ь> Р.»
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Подчеркнем, что теоремы 2 и 3 докидываются существенно труднее, 
чем их аналоги для у равнения Штурма—.’1нувилв.

5. Следующая простая лемма объясняет основную идею доказа- 
тельства теоремы о точечном спектре. ,

Лемма Я. Пусть pt последовательность точечных мер на 
Д, слабо сходящихся к конечной мере р. Пусть так нее *д£) а/яв
им меры ь{ . Если

Um Нп» X “М4)» 
• J> L мв

то предельная мера р чисто точечная. - *1
Используя это утверждение и предыдущие технические леммы 

можно установить один из двух центральны։ результатов настоящей 
работы.

Теорема 4. Систем։ Дираки (1) г описание и выше случай
ный потенциалом имеет с веропткоетью 1 acmdy плотную на 5 
т<<чсчиую однократную спектральную меру (множество S описано 
л теореме 3).

Следующая теорема обобщает основной результат работы (•) на 
системы Дирака. ’ J

Теорема 5. С вероятностью 1 каждая ил функций y.։(f> 
։ обг тленного ортонор мированного ба.шеа системы Дирака в 
существование которого установлено в предыдущей теореме, экс
поненциально убывает, то есть найдутся постоянные Г,, С/. ?/>0 
такие, что причем постоянную можно вы
брать равномерно положительной в каждом интервале .тергии՝ 
й.

Как н в (») для доказательства этой теоремы приходится прив
лекать случайные процессы, зависящие от двух параметров и 
вычислять математические ожидания типа моментов второго порядка 
от спектральной меры. Приведем формулировку одного промежуточ
ного результата, представляющего самостоятельный интерес (см. 
для сравнения (։) и <*)>.

Теорема 6. Для любого Д

•м 1.4 01'» j d. **u- ’■ *»? Л1 d!>didx +

Л 1ГхГ>1Г*

+ 2 \d>d> ( 9. -в. -bt)dx d* d'^.
w •*ЖхГхГ

t(fe *։) плотности инвариантных мер марковских про
цессов (X*. 5*. в;).



6. Мы советы не касались вдесь асмыиготически» вален, а част
ности. вопросов об асимптотической повелении спектрально* игры 
или плотности состсаний как при так и при * тле 
концы лакуны в спектре 5 (см. теорему 3> Это можно делать при- 
менна комбинированные. аналитические и вероятностные методы В 
частности. так же как и в работе (•), очень полевкой окавываепа 
формула Каца- Фсйнманл.

В заключение благодарю С. А Молчанова. под руководством 
которого была выполнена иастиащля работа.
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