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• У։ липин, ко'орые мы налагаем на </<.с) те же, что о (։) (см гл. XII).
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О спектральной задаче с рациональной функцией 
от > в краевом условии

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяном 28/11 1977,

1. В этой заметке изучается формула распределении собствен­
ных значений (с. з.) краевой задачи .*

/|у(х)| = -у"(х) +-</(х) у(х) = Ху(х)

у(О)-/?(Му'(О)=о (1)

у(х) £ А։(0, +«с»

Р(>) 
где /?(>•) ---------------вещественная

<№)
несократимая рациональная дробь

степени я, т. е. Р(') -= ап»п 4-... -+-н/-гао*  Р(> ) = ^|'л+• • •+ ^+^о 

и по крайней мере одно из чисел ап или Ьп отлично от нуля.
Ниже мы установим некоторые неравенства между функциями 

распределения с.з. задачи (1) с разными рациональными функциями 
от X в граничных условиях. Для этого сначала докажем некоторые 
теоремы относительно двух расширении (с выходом из исходного 
пространства (см. (Ч стр. 401) абстрактного симметрического опера­
тора До. Далее покажем, что задачу (I) можно трактовать как зада­
чу на с.з. некоторого линейного оператора / в более широком 
гильбертовом пространстве - (•). Откуда. принимая во внимание аб­
страктные теоремы, получим иягео дующие нас результаты для 
краевой зада .и (I).

2. В этом пункте мы приведем некоторые утверждения из ра­
боты (э). которые нам понадобятся в дальнейшем.

11усть Д0некот)рый симметрический оператор в гильбертовом 
пространств Н с коне .ними индексами дефекта (ш./л).

■
О ре те л е ни е I. Пусть Н некоторое гильбертово простран*
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ство, которое содержит Н. Оператор Д называется самосопряженным 
■■

расширением До с выходом из пространства И. если Л самосопря- 
*

жчнный оператор в пространстве Н и является расширением До. (При 

этом считается, чтоЛ)(Д0) =Н и £>( Д )— Н).

Определение 2. Если /. — точка регулярного типа для опе­
ратора До, то множество Л. элементов, ортогональных к /?(Д ->£), 
называется / —дефектным подпространством. 

•
Теперь обозначим через 5 =//0£)(ДО), а через Ок—проекцию 

В на дефектное подпространство Рк. Как легко видеть, оператор 
Рг, ортогонального проектирования на Г. устанавливает между В и 
С, однозначное соответствие.

Определение 3. Ортогональное дополнение в Л к Ох 
называется X — полудефектным подпространством оператора До.

Имеют место следующие утверждения:
Предложение 1. Размерность X — полудефектных подпрос­

транств симметрического операт >рз До одинакова для всех X, лежа­
щих в одной из полуплоскостей (верхней или нижней) комплексной 
плоскости.

Предложение 2. Пусть Ао — замкнутый симметрический опе­

ратор, действующий в гильбертовом пространстве Н с равными дефе­
ктными числами. Общая формула его самосопряженных расширений 

Д в пространстве Н дается формулой

л (#+«₽-{/?) = ДоЯ 4՜ я— ё^О(А0), 

где и изометрический оператор из пространства Л’х в Лт.
*

Замечание 1. Оказывается, что каждый элемент ё области 

определения />(Д) самосопряженного расширения А оператора До, 
имеющий в силу предложения 2 представление

ё = ё + О.,

где ё £ О(Д0), о £ 0(1}) с.Р, , иа^Р~, однозначно определяет “по­

рождающие*  его элементы ё£ (О),

3. Используя выше при веде ные результаты, можно доказать 
следующее утверждение:
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Теорема 1. Пусть Ло рассмотренный в начале п. 2 симме­
трический оператор, а А։ и Д։ некоторые самосопряженные рас­
ширения с выходом ил Н соответственно в гильбертовое простран­
ство /7, и Нг такие, что Нх — Н Н'. dim А/'=л։< , Н2=Н Н" 
dim /7*  = л։<оо.

Обозначим чере.<

(։ = I, 2)

число с. з. оператора А1(1 1.2), лежащих в интервале (а, 0).
Тогда имеет место оценка

?) < Л»(։, ?) + и՛ + л։.

Доказательство. Из определений 2 и 3 следует, что

= н՛ и г֊= л’е н\

—| ** 2
где dim/՜ - dim F, —т, F\ и F- дефектные подпространства опера- 

—’ । "7^2
тора Ло соответственно в пространствах Нх н H„, a F, и F", его полу- 
дефектные подпространства, которые очевидно совпадают с дефектны­
ми подпространствами оператора Ао в пространстве Н. Следовательно, 
в силу предложения I оператор Ао в пространстве Нх (соответствен­
но в Н2) имеет индексы дефекта (т -nt, (соответственно 
(т j-nt, т-ь-п?)). А из предложения 2 следует, что области определе­
ния операторов А։ и At задаются следующими рмулами:

D(A։) = D(.4O) (E-U՝)F\, (2)

D(A։) = D(A0) (E-U-)Fy (3)

где U1 и U2 изометрические операторы 
странствах F‘ и F*.

соответственно на подпро-

Обозначнм через /7лг.<*.э»  собственное подпространство операто­
ра А։, соответствующее с. з. из интервала (>., 3) и пусть размерность 
Медм) по модулю О(А2) равна г. Тогда, учитывая, что /А.о,?» с 
С^(А։) и О(А0) с.Е)(А.), из формулы (2) получается соотношение

dim /A1(..?)/D(A։) = r^dlm О(А։)/О(,4։)^эт+л։. (4)

Используя соотношение (4), можно показать, что существу ют 
АГ։(։, ?) — т — л։ линейно независимых векторов Лл из Нлу..». которые 
также принадлежат /4(А։). Теперь, принимая во внимание предло­
жение 2 и замечание 1, мы напишем равенства:

Athh = AJik = е<’) , k = 1,2.... М(։. ?) - m - л։
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Здесь с. з. оператора Л։. удовлетворяющие неравенствам 
«</•’><3, а е|։> — соответствующие собственные векторы.

Таким образом мы нашли Л'Д։, ?) т — л։ линейно независи­
мых векторов, которые удовлетворяют неравенству

’II Л» ||»^(ДЛ. А*Х₽Ц  Л» ||» (5)

Но так как количество точек спектра самосопряженного оператора 
4, лежащих в интервале А = (л0—2, \>Ч-8). равно максимальной раз­
мерности линейных многообразий Ос.О(А), на которых выполнено 
неравенство (см. (’), стр. 277 ).

||(Д->0^)« НС & и II.

то из (5) следует, что

Л'а(а. ?) М(։. ?) — т — п, (6)

Если в вышеприведенных рассуждениях заменить Д։ на Д։, то 
будем иметь

Л\(®. ?)> М(’. ?) —Щ ֊л. (7)

Объединяя оценки (6) и (7), получим утверждение теоремы 1.
4. Теперь, используя теорему 1, докажем подобный результат 

для у — самосопряженных расширений оператора До (см. ()).*
Теорема 2. Пусть Ао симметрический оператор с индексами 

дефекта (т, т) (т оо) в пространстве Н. а Д*  и А*  некоторые 
его } — самосопряженные расширения с выходом из Н, на прос­
транства Понтрягина П.։ и П։> такие, что ПЖ| — Н\ Н1 и

П1; - Н-_ Н\, где (Пт И' = ^<00, (Нт А/^ = х1<^со.

Кроме того предположим, что Нс.Н'+ и И'-.Н- Тогда имеет 
место оценка

>(’. ?) 'п 1։ 2Х1 Л ՛ Л'1(®, ?) уХг(а. ?) 4՜ т 4՜ Л 4՜ 2*։  4*  *!•  

гое /, = <Нт Пм/Я<по, /2 = (Нт ПД2//7<ои, а Л\(«, £), Л7в(а. 3) те все, 

что и в теореме 1.
Доказательство. Обозначим через Р\, Р‘2 операторы ортого­

нального проектирования пространства П»։ соответственно на //'_ и 
(» = 1,2). Тогда оператор А1 допускает следующее матричное 

представление

д.'2; (*  = 1.2) (8)
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гле A‘Jk = PjЛ1 Pit (j, k = \,2) операторы из //'_ в //^ п Д'п = (Аи)’։ 
Л'„ = — (Дл)‘, ^й = (^д)*  (в силу / —самосопряженности операторов 
Д1 и Л։).

Заметим, также, что и являются самосопряженными рас­
ширениями оператора До соответственно на пространстве Н' = 
= Я® W', и Н\ = Нф W'։. где dim №։ =֊- dim W։ = lt֊4.

Пусть Л^։, ?) и Л^(а, 3) числа с. з., лежащих в интервале 
(а, 3) соответственно для операторов А'п и Л^.

Тогда в силу теоремы 1 можем написать:

<.(«, р) - m - Л^(«, 8) < Л^(,. 8) 4֊ m 4֊ /> ֊ V (9)

Далее, полагая

из представления (8) будем иметь А‘ — В 4-С', где В‘ самосопря­
женный оператор, а С1 — не более чем 2^ —мерный оператор. Следо­
вательно

p) + 2xz (Z-1,2). (10)

Из оценок (9) и (10) следует утверждение теоремы.
5. Введем пространство 2, элементы которого—наборы из «4-1 

компонент и։, и.......... ип I, причем у(^)^^։(0, 4-зо), а
«$—комплексные числа. Обозначим через и =| «։, «,....... и„|.

Определим оператор Т в пространстве 2, область определения 
О{Т) которого состоит из векторов С/=|у(х), «։. «։........... «л! таких,
что у(.с) принадлежит максимальной области определения дифферен­
циального выражения /, а н։ = апу (0)—/>лу(0). Для и^О( Г) положим

Ш=|/[у(Л)|։ «։-дл 1у'(0)4-* л֊1у(0), «,-«л-։У(0)4-*л  ։У(0), • • •֊

rto.v'(O)4- /»оУЮ)|.

Ясно, что Т линейный замкнутый оператор с компактной ре­
зольвентой.

Имеет место
Предложение 3. Задача на с. з. оператора Г эквивалентна 

краевой задаче (1).
Теперь зададим в 2 (в общем случае индифннитное) скалярное

произведение

и

и(.с)г( л' )(1х 4- U .И V , (П)

где и, И£2, а М некоторая вещественная симметрическая матрица 
порядка п. Очевидно, что (II)—конечного ранга индефнннтностн
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x(0 » л). Пространство 2 со скалярным произведением (11) стано­
вится пространством Понтрягина II,.

Если степень Р(>) небольше степени QP), то через s обозначим 
индекс Коши функции /?(>.) в пределах от —по до 4-ею; в противном 
случае через s обозначим индекс Коши функции — !//?(>•) также в 
пределах от —по до 4֊оо.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение (см. (2)).
Предложение 4. В пространстве 2 можно выбрать, и при­

том однозначным образом, У—метрику вида (И) так, чтобы оператор 
Г был в ней У—самосопряженным. При таком выборе метрики (11)

х =------- . Метрика (11) дефинитна (х = 0) в том и только в том

случае, когда рациональная функция /?(>.) отображает верхнюю полу­
плоскость в себя.

Теперь обозначим через Lo минимальный оператор, соответ­
ствующий дифференциальному выражению /*•  Из предложения 3 и 
первой части предложения 4 следует, что задачу (1) можно тракто­
вать как некоторое У—самосопряженное расширение симметрического 
оператора /.„ в пространстве Понтрягина, которое удовлетворяет ус­
ловиям теоремы 2. Следовательно, учитывая, что при некоторых ус­
ловиях на <■/(-<) (см. (’), гл. V) всякое самосопряженное расширение 
оператора /,0 имеет дискретный спектр, с помощью теоремы 2 полу­
чаем следующий результат:

• Известно, что индексы дефекта оператора /0 в пространстве /.ДО, -f-oo) раины 
(1.1) или (2.2) (см (I) добавление II).

Теорема 3. Спектр задачи (1) дискретный, а число с. з. 
.V։(a, ?)• лежащих в интервале (։, ?) удовлетворяет неравенствам 
(см. вторую сноску):

14*,  3)-k-2֊<Z>J^, ?)<.VO(1, ?) + * + «+^ (A = 1.2), 
— л*

(12)

А;0(з, ?)—число с. з. некоторого самосопряженного расширения 
оператора LQ в интервале (а, р).

Замечание 2. Если /?(>.) отображает верхнюю полуплоскость 
в себя. то. принимая во внимание вторую часть предложения 4 с по­
мощью теоремы 1, получим следующее уточнение формулы (12):

Л<0(а. ?)<ЧК ?) + *+л  (4-1,2)
Из этих результатов вытекает, что густота собственных значе­

ний задачи (1) с разными рациональными функциями от >. н гранич­
ном условии одинакова и равна густоте с. з. задачи (1) с самосопря­
женным граничным условием, например у(0)=0.

Автор искренне благодарит своего научного руководителя А. Г. 
Костюченко за ценные советы и обсуждения.
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Վ. Л. ԱՎԱԴ5ԱՆ
11ււ|ե1|ւորա| խնւյրի մասին, որի եզրային ս|ա|մանի մեչ մտնում I, /. -իյ 

կախված ռացիոնալ ֆունկցիա

Դիտարկվում Լ հետևյալ եզրային խնդիրք'

I= -/'(*)  +

V(0) - - 0.

որտեղ /Հ(ք ) ոացիոնայ !իու նԿզՒ ա Լէ Ուսումնասիրվում է նրա սեփա-
կան արժեքների բաշխման բանաձերւ Ապացուցված Լ, որ վերր դրված 
խնդիրն ունի զիսկրետ սպեկտր ե նրա սեփական արժեքների խտությունր 
համ րնկնում է ինքնահամա յուծ եզրային պա յմ աններով խնդրի սեփական 
արժե քների խտության հետ։
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