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Об одной задаче распространения тепла в полом шаре, 
заполненном хорошо перемешиваемой жидкостью

I Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном 26/1 1977)

Средн различных случаев теплообмена между телом и окружаю­
щей средой, имеющих место в практике, значительный интерес представ­
ляют случаи, когда коэффициент теплообмена изменяется во времени. 
Приближенным решениям задач теплопроводности в различных об­
ластях при изменяющихся во времени коэффициентах теплообмена 
посвящены работы В работах (' *) дано точное решение задачи 
распространения тепла в сплошном и полом цилиндрах, н (։о) рас­
смотрена задача теплопроводности в бесконечной пластине,

В настоящей статье дается решение задачи радиального перно-
дического распространения тепла в полом шаре, заполненном 
хорошо перемешиваемой жидкостью, на внешней поверхности 
которого происходит теплообмен с окружающей средой, когда 
коэффициент теплообмена и температура окружающей среды перио­
дически изменяются вз времени. Задачи подобного рода могут воз­
никать, например, при периодическом изменении скорости потока, ок­
ружающего тело, изменяющихся химических реакциях на поверхнос­
ти при полете тел в различных слоях атмосферы с переменной 
плотностью и т. л.

Предполагаем, что внутри сферической оболочки (/?,<></?։) и 
в жидкости (0 <г</?։) действуют периодически изменяющиеся во 
времени источники тепла. Функция С'(г, О распределения температуры 
и сферической области (/?,<у< /?.) удовлетворяет уравнению (։։)
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граничному условию на поверхности

ог (2)

и условию на поверхности контакта с хорошо перемешиваемой жн I- 
(Н пРелположе|։ии’ что температура жидкости равна темпе-



ратуре поверхности контактаI
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Здесь « = — —коэффициент температуропроводности тела, 

/ коэффициент теплопроводности, о—плотность, с—коэффициент теп­
лоемкости. а'(г, /)—интенсивность тепловыделения в сферической 
оболочке. //(/)—коэффициент теплообмена, 5(/)—температура окружа­
ющей среды. /М„ с։. (?,(/) соответственно масса жидкости, ее удель­
ная теплоемкость и количество выделяемого в жидкость тепла.

Относительно функций Л(/), 5(1) и 0,(1) предполагаем, что они 
имеют ограниченную вариацию в интервале (0,0), а и>(г,/> —в облас­
ти (/?։<г<Л։. О</<0), где 0 -период изменения функции С'(г, I), и 
что Л(/) —неотрицательна.

Применяя к функции С(г. О конечное комплексное преобразо­
вание Фурье по времени /, для изображения функции и(г, /) полу­
чим следующее дифференциальное уравнение
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Реи ՛ а я уравнение (4) и удовлетворяя условию (3), будем иметь
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Согласно формуле обращения (п). переход от изображения а 
оригиналу осуществляется рядом

г, <)=֊֊! . (7)՛
'•> »-֊«

Применяя далее к условию (2) конечное комплексное преобра­
зование Фурье, получаем, пользуясь формулой обращения (7), сле­
дующую бесконечную систему линейных алгебраических уравнений
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Здесь обозначено (8)
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Преобразуем полученную систему (9), отделив действительную 
и мнимую составляющие. Представляя

Л/» = (л*х /от*)Л-31 (4>1); Л/в=л0. (10}

для определения новых неизвестных Пц и ///( приходим к следующим 
соотношениям;
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Здесь введены следующие обозначения: V

= ֊|Т?М-С;+ 1 х%»>(/?,.) х

204



- ^րմ՝ք,Դ 4չ 
a

շze, A-յ : л* = —h/i(n . Anisin ,»tdt\
J

л.(г) I6i.։,<s;i|!,(,.ւ՚(,ւ_.Հ11(ր]
4' .W.< y(V?(r) <՚°'(ր))-2ч '/'*"12/?, -г) 4-i6/s^/?;{(-;ni(r)-

Հ’(Ո) — и 1Հ"’(ր)֊ ֊ 
а а а

■Հ")(ր|)ձձճ£յ_ <
а а ii

a

(12)

?* = Ժ7՛
О

I ra’(r, /)|Д* ( Г )cos;* t Bk(r )sin;*r Jrfr 1 dt\ 

#1

*’♦ Г
P* =— М.Й(/)5(/)|в»(/?։>СО«7^ /և(/ձ)տ1ո7*/] </?/?։(/)(/ЛсО5֊;Н֊

> յ

205



гк -27»Л1։с։1«*«/?,) 4- - *'-/?•; ^ЧНЧ1՝^.)

4-8/^,|Տ» !֊ ’/4'I;

ձ՝» = 27է.Ա/։|Գ :?•(/?,) + >/4ո(/<) I -8 л-/?֊ ֊/V >(/?.) «*<’(/?,) 
а

т.1‘ ('’)=с11^(г 2/?։)<րօտ£*(/?։ г) ( —1)/СЬ'«*(/?։-Г)СО8'4('֊ /?а—2/?։);;՚/՚(ր)֊ տհ'՝*(ր4֊/?: 2/?յ)տ1ո5»(/?տ—ր)֊ (- 1 ւ^հ^ք^շ֊^տւոօ* к ֊/?2-2/?,); Հո(/-)=էհօ*(ր /?։—2/?։)տ1ո£*(/?։-ր) ( — 1)/с1ъ*(/?,—ր)տ(ո'Հ(ր /?,—2/?,); Հ՚(ր)=տհՏ»(ր /?, 2/?։)ըօտ'Ն (/?. ր) ( I )'$№«(/?, ր)0ՕՏ4(ր /?։—•_’/?,); 
//'(г)=сЬ5» (/■+/?շ-2/?։)տ1ո8*(/?.-ր)-ր(֊ 1)ք Տհ-Հ (^-րխօտ^քր+^֊շ/?,).

Таким образом, для определения л* и т* получили бесконечные 
системы линейных алгебраических уравнений (11). Для исследования 
этих систем оценим вначале сумму модулей коэффициентов при не­
известных н каждом из уравнении (11). Учитывая предположенную 
выше ограниченность вариации коэффициента теплообмена Л(/) в ин­
тервале (0, б) и пользуясь оценкой коэффициентов Фурье функций с 
ограниченной вариацией (и), для суммы модулей коэффициентов й-го 
уравнения первой из систем (11) после упрощений будем иметь
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Здесь через Н обозначена полная вариация Л(0 в (0, 0). Анало­
гичную опенку получаем и для второй из систем (11). Из (II) ус­
матриваем, что с возрастанием Ь стремится к нулю с быстротой 

°(Л 11 ) и. начиная от -4, где ֊= становится меньше~Հ-
1. Далее, принимая во внимание ограниченность вариации функций 
5(0. ет(г, /) и Չ։(/), из (12) получаем, что свободные члены и /Կ 
систем (11), будучи ограниченными в своей совокупности, также 
стремятся к нулю с быстротой 0(Л~։ 1). Из теории бесконечных сис­
тем (' ) следует ограниченность решения систем (И) и сходимость 
процесса последовательных приближении.

В заключение заметим, что при конкретном задании коэффициен­
та теплообмена //(/), а также функции 5(0, ^’(г, Г) и Չլ(0, преобра­
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зованием неизвестных Пц и пц можно значительно усилить быстро­
ту коэффициентов, определяемых из бесконечных систем р”), что 
позволяет существенно уменьшить число операций, необходимых для 
получения заданной точности решения.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

(К II. ւրԻՆԱՍՑԱՆ

Դյուրին խաոնվող հեղուկով |<յւ|ած սնամեջ ղնղում tbrilntpjiufi
։ո արա ծման մի խնւքրի մասին

փողվածում ղիտա րկվում է զյուրին խաոնվող հեզուկով յցված 
զն ղում ջերմ ութ յաս շա ոավ զա յին պարբերական տարածման խնղիրր' Գ^ԴՒ 
արտաբին մակերևույթին շրջա պատ ող մ իջավա քրի հետ ջ ևրմ ա փ ո խանա կ ո ւ - 
քքյան առկայության ղեպբում. երբ ջ ե րմ ա փ ո խան ա կութ քան զո րծա կի ց ր և 
շրջապա տող մ իջավա յրի ջ ե րմ ո ւթ յո ւն ր պարբերաբար փոփոխվում են րստ 
ժամ անա կի։ ենթաղրվում է, որ սնամեջ ղնզում և հեզուկում զործում են 
պարբերաբար փոփոխվող ջերմության աղբյուրներ:

հւնղրի քուծումր տրվում է արաղ զուզամիտող շարբով' րստ եոանկյու- 
նաչափական և ցուցչաքին ֆունկցիաների, ոք1ի ղործակիցներր որոշվում ե՚Կ 
զծային հանրահաշվական անվերջ սիստեմներից! Ապա ցուցվում է սիս֊
տեմների լուծման սահմ անափակութ յունր և , աջորղական մո տա վո րո ւթ յո ւն - 
ների զուզամ իտութ յունր:
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