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В работе сравниваются по сложности выводов формальные тео­
рии, одна из которых получается добавлением к другой любой фор­
муле, недоказуемой и неопровержимой в иен. Аналогичные вопросы 
рассматривались ранее

Мы установим, что в широком классе случаев функция, характе­
ризующая соотношение сложности вывода формул в двух системах 
указанного тина, мажорирует почти все значения любой обще-рекур­
сивной функции (о. р ф). В частности, тем же свойством обладают 
функции, характеризующие сравнительную сложность вывода преди­
катных формул в классическом и интуиционистском, а также в инту- 
пионистском и минимальном исчислении предикатов.

Будем предполагать, что каждая из рассматриваемых нами теорий 
определяется заданием (1) алфавита, включающего символы (,), \Д 
ZD. Т» (2) некоторого множества слов в данном алфавите, именуемых 
формулами (причем, предполагается, что если £ и з суть формулы, 
то (*V3)» (ГО«), !(*) также формулы); (3) некоторого множества 
упорядоченных систем формул (элементы этого множества именуют­
ся выводами). Будем говорить, что вывод U7=(alf .......... зл) есть
вывод формулы 3 в теории Ф (обозначение: IV — 3), если формула Ф
а„ совпадает с формулой 3. Булем говорить, что формула выводи­
ма в теории Ф (обозначение: г-ф?), если существует вывод U такой, 
что Будем предполагать, что в любой из рассматриваемых

Ф՛
нами теории Ф для любых формул i и □ выполнены условия:

О г-ф ’Or'V’;
II) НфС'ДЛОоИ’Э*);
ill) если Н«о н Нф«э3. то Нфз.

Будем говорить, что теория 4՜ есть расширение теории Ф. (обоз- 
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паченне: ЧОф), если всякая формула и всякий вывод теории Ф яв­
ляются соответственно формулой и выводом теории Ч'.

Будем предполагать фиксированными некоторые взаимно-одно­
значные нумерации всевозможных формул и всевозможных выводов 
всех рассматриваемых теории; в записях иногда будем отождествлять 
формулу или вывод с соответствующим номером.

Через СЛ( IV) будем обозначать сложность вывода №', опреде­
ляемую посредством обще-рекурсивной функции Сь, удовлетворяю­
щей условию; для всякого п уравнение Сь( 11”)=// имеет лишь ко­
нечное число решении, и существует алгорифм, который по л выдает 
список всех решений Н" этого уравнения (ср. (*)).

Для каждой формулы >, выводимой в фиксированной теории Ф 
определим ее сложность Сф(?) но выводимости в теории Ф следую­
щим образом; - г

Сф (Ю = т1п С*( IV).
Г-., Ф

Пусть Ф и 4՜ некоторые теории, причем 40Ф. Для сравнения 
сложностей выводов одних и тех же формул 3 в теориях Ф и 4' оп­
ределим функцию Шеннона:

Ш’,ф(л) = тах Сф(?).
л.

1. Формальную теорию Ф назовем т-уннверсалыюй, если мно­
жества выводимых и опровержимых формул этой теории, т. е.

Д)ф=;Э/Нф?1 и А1*=1₽/Нф1?1

рекурсивно перечислимы и образуют эффективно неотделимую пару 
(ср. русск. перевод (’), стр. 277).

Теорема 1. Пусть (1\—т - универсальная теория и ?-любая 
формула, такая, что и пусть далее Ф2 такое рас­
ширение Ф։ что г-Ф.а.

Тогда для любой о. р. ф. у

у;(Ш'М- (//)>?(//))*. Я

Обозначим через •$/ и $.и соответственно классическую, 
интуиционистскую и минимальную арифметические системы (см. напр. 
(’), гл. IV). Из теоремы 1 следует

Теорема 2. Для произвольной о. р. ф. ?

у;(Ш*«Мя) >?(«)).

"•«(/։)> ?(л)), 

у;(Ш’։'՝'л,(//) >?(//)).

Мере։ \'пр{п) будем, как обычно, обоиычать утверждение зтуп((п>т)->
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2. Аналогичные результаты имеют место и для соответствующих 
систем исчисления предикатов, я именно, пусть через /\, Рг и Рц 
обозначены соответственно классическая, интуиционистская и мини­
мальная системы чистого исчисления предикатов (в каждой из них 
предполагается наличие предикатов, соответствующих функциям 

4֊, • )•
Теорема .3. Для произвольной о. р. ф. &

>?(«)).

3. Теперь рассмотрим абсолютные функции Шеннона: характе­
ризующие для каждой из рассматриваемых теории сложность выво­
дов формул фиксированной «длины*.

Обозначим через /(3) сложность формулы 3. определяемую по­
средством общерекурсивной функции /, удовлетворяющей условию: 
для каждого п уравнение /(₽) = л имеет лишь конечное число реше­
ний и существует алгорифм, выдающий для каждого п список всех 
его решений (ср. (4)).

Для произвольной теории Ф определим абсолютную функцию 
Шеннона:

ШФ(Я1 ֊ шах Сф(3).
И?) ".

Теорема 4. Пусть Ф—произвольная т — универсальная тео- 
рия, тогда для всякой о. р. ф. ®

у;(Шф(л)>?(л)).

Аналогичный результат имеет место и для систем исчисления
предикатов.

Теорема 5. Для произвольной о. р. ф. ?

у;(НР(п)> дл)1.

где под А понимаем Рк Р> или Р.м.
В заключение автор приносит глубокую благодарность Н. В. 

Петрн за ряд указаний и замечаний.
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II. 1Լ ՉՈ1«ՈԱՐ31ԼՆ

Ֆորմալ |>ւ|աբանու|» |ւսն և ււյրեզիկատների նաո||ւ արտածումների բարդության մասին

նաշափ [այն ղասի Համար (/ենոնի Համ եմ ա տա կան ֆունկցիան երբ

Հողվածում Համեմատվում են րստ արտսւ ժ ամն երի րա րղութ յան այն­
պիսի ֆորմալ տեսություններ, որոնցից մեկր ստացվոս։ է մյուսին ավե­
լացնելով որպես աքսիոմ մի բանաձև, որր բավարարում է Հետևյալ պայ­
մանին. ոչ այրյ բանաձևր, Ոշ նրա բացասումր շեն արտած վում այղ երկրորղ 
տ ես ութ քան մեջ։ Միևնույն բանաձևերի արտածման բա րղո։թ յոլններր այղ 
տեսո։թ քուՆՆերում Համեմատելու Համար սահմ անվում են Շենոնի ֆուհկ. 
ցիան եր: Ապացուցվում Լ, որ վերր նշված տիպի տեսությունների բւսվակա- 

ղեր ԼԱ -
Հանցում են կամայական րն ղՀանուր ոեկուրսիվ ֆունկցիայի Համարյա 
բոլոր արժեքներդ Նման Հատկությամբ օժտված են նաև Շենոնի այն ֆունկ­
ցիաներդ որոնք ներմ ոլծվոլմ են ֆիքսած <ր եբկաբո։ թ յան» բանաձևերի ար­
տածէ! ան բարղոլթ յոլններր ։1 ի շարք ղիս։արկված տեսություններում ղնա- 
Հատելու Համար։
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