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Проблема квазианалитичности Ж. Адамара для функции из 
класса С‘!7ИП|, бесконечно-дифференцируемых в промежутке (а. Ь) 
и удовлетворяющих там условию

|<р‘->|(х)<АД«Мя (д=0,1,2,...), (1)

где А = А(?) и /? = /?(?) постоянные, заключалась в следующем:
Каковы должны быть числа последовательности чтобы

для каждой функции ?(.с)£С[Л1,։| из равенств

?(я)(Ло) = 0, (« = 0. 1,2....) (2)

следовало бы тождество

?(•<)—О, Ь). (3)

Решение этой проблемы было дано в исследованиях Данжуа и 
Карлемана. В формулировке Островского теорема Данжуа—Карлема- 
на гласит:

Для квазианалитичности класса С|Л1л|, т е. для того, чтобы из 
условий (2) для любой функции ?(д՜) £ С|Л1Я| следовало бы тождество 
(3), необходимо и достаточно, чтобы 

ро£ Т{г) (1г = фоо. (4)

где

гп
Т(г) - зир—. 

л>1 Л1П

В работе П. Делонга (’) проблема квазианалитичности распрост­
раняется и решается для классов функций нескольких переменных.
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В работе М. М. Джрбашяна (։) вводится новое, более общее 
понятие ։ - квазианалитичности к лается полное решение 
проблемы ^-квазианалитичности для классов функций, охватыва­
ющих обычные квазнаналнтнческие классы.

В статье (л) результаты работы (*) были обобщены для опре­
деленных классов функций, аналитических в угловых областях.

В настоящей статье результаты работ (') и (*) распространяются 
на более общие классы функций нескольких переменных, при этом 
существенно используются методы исследования (•).

Введем некоторые обозначения, необходимые для дальнейшего 
изложения. - ,

С произвольной системой чисел ։=(։։, а.,..., а„)
(О *=1,2........ п; п : 1) ассоциируем систему
Р (Ри Р։....... Рл). гле р* = (!-։*)-' (*=!, 2.......... п). Очевидно,

что &* ■ 1 (А = 1, 2....... л). к
Обозначим далее через ч — (</։, д., ... д„), где <7»>0, произволь­

ною систему целых чисел; |у|*- </,- </։ф ... ф?» и |<у| = |</|п = дхф</։ф 
ф .. - т Чп- , НкН

Пусть д = (.г|։ дг։....... г,) —точка л-ыерногэ эвкллдова прос­
транства R" с вещественными коэффициентами, а СгЦп множество 
точек с координатами (Л — 1, 2, ..., л).

Определим на О несколько классов функций

/|лг! =/■<-<», -г,...........сл).

Через С" обозначим множество функций /|х|, обладающих на 
О частными производными всех порядков, удовлетворяющих условиям: 

51) р 11 (Н **"*•»)<+<» * I (•^)дх^ах^ ...

при любых целых Си (А = 1, 2, ..., л).
Для функции /[х| при 0<в*<1 (А = 1, 2........л)

введем в рассмотрение дробный интеграл в смысле Вейля:

* I (а) Л
Лл

и дробную производную в смысле Вейля:
!_

^/|л| =
дхк

Обозначим

-
/Г> /’х| - О\\

о* 1
л»/* /|Х| | при <7<>2.

Ш



и 
1*1 1*1. ъ, *,

д’/|л| » П */|лг} = о;- ... £>77/;х'.

При ։» = 0 (А=1, 2...., л) интеграл нулевого порядка естест­
венно отождествлять с Самой функцией /|ж|; тогда все р.=» I (Л = 
= 1, 2...., л) н О’ /|ж|—^-/|ж|.

* Жг»
Определим теперь класс (?• как множество функций /|х;£С*,

лимеющих на о всевозможные производные О» /1х| и удовлетворяю- 

щнх условиям:

1«1 *
sup|D /(Ж 1|П (14֊»•»)<+ос (6)

*-1

для любых целых и л»*>0 (*»|, 2..........л).
Введем п рассмотрение также последовательность положитель­

ных чисел Мч с кратным индексом q = (qx, qt....... q„) и обозначим

ri • ... r<«
Г(г" '— '■> - ’"!> —ЛГ,------■

rW I 
Н(г)=Г(г. г....... r) = sup—. (7)

' \ ' >’ М<!

Наконец, введем два класса функций:
класс С"|Л1д| — множество функций f частные производные 
которых удовлетворяют оценкам:

<У«|/|х1
sup 

о
П (i+«*4)<^<w,(?»><)) 
» I

(8)

и класс С֊'я1Л1<р —множество функций /!ж]£Сш", дробные производ­
ные которых удовлетворяют оценкам

яир|О1?/(Ж|КЛЯ1։|Л,< (^>0). (9)

где Л и Я постоянные, в общем зависящие от /1x1.
Отметим, что в случае л=1 условия (5), (6), (8), 

деляют соответственно классы С", Са՝,
и (9) опре- 

и С.||0.+
•1-со); Af,l. введенные впервые М. М. Джрбашяном (•).

Сформулируем н докажем теперь основной результат н.ъ п» и



Теорема 1. Пусть функция /(х)£С’я!Л^1.
1. Если

|</1л
О—/!-<!к = 0 (<7* = 0, 1, 2,...; А=1, 2........л) (10)

' log*(r) 
I (Н)

где а = min (а* |, а н(г) определяется по формуле 
!<>< л

= (1 при x£G.
2. Если

(7), то /\х՝

* logH(r)
I . . I (12)

то существует нетривиальная функция /\х\£С'л”\Л/^1, удовлетворя­
ющая условиям (10) (здесь под о* следует подразумевать а* = 
= («•» «*....... »*)).
Доказательство первой части теоремы проводится по схеме, 
аналогичной доказательству теоремы 3 работы (։), поэтому мы при­
ведем его лишь в общих чертах.

В первую очередь введем в рассмотрение //-кратный интеграл

f\x\d\x\. (13)

где г = (г։. z։....... z„), d x}=dxA... dx„,

(Р>О, р>0)—целая функция

a ff(z; |‘) - 

типа Миттаг—

Ле ••Ллера порядка р, типа 1, и докажем, что функция Ф!г1 аналн-

и

։

1

</r<H-ec,

тична в области

ДР =
л

непрерывна в Д? и допускает представление

/ J. 1 \ 
рд ( ^лЛдрд ; )
\ Р* /

Ф12;=----------
пз* 
А-1

л 
п 
Л-1

ли ft
iQl

Г) J\x d\x\ (14)

при
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Из леммы 4 работы 
построить функции

(։) следует, что если рекуррентным образом

при т=1, 2,..., я, где под /^(л,, л*։, • • • ля) подразумевается 
/1Л], то они будут аналитичны в областях Д", непрерывны в 7;՛ 
и допускают представления вида

1
п
II 2$*
<•1

т( -1» *2......... Л Л-г I » • • •> Хп ) 

т 
п

о

Отсюда при т — п получается представление (14), и все утверждения 
относительно функции Ф(г! доказаны.

Докажем далее, что Ф1л1=0. Этого можно достичь, придержи­
ваясь схемы доказательства теоремы 3 работы (:), с существенным 
использованием условия (11) теоремы и леммы 2 работы (’).

Наконец, из определения функций Рт(гу. г,....... гт, х7 ............ ся)
рп=1, 2,..., я) на основании леммы 5 работы (։) последовательно 
получим

и

1(?։....... гя-1, *,) = 0 при г^Д;՜1,
• «»«••••• 

/=■։(«!, хг........л,) = 0 при г£Д‘

/(л) =/(л։, л„ ля) = О,

что и требовалось доказать в первой части теоремы.
Пусть теперь имеет место условие (12). Докажем существова­

ние нетривиальной функции /(л1£С;: .И^1, удовлетворяющей услови­
ям (10).

Из условия (12) при я = 1 и теоремы 3 работы (։) вытекает су­
ществование функции <?(л)£С“Г, ?(л)-0, удовлетворяющей условиям

$ир |Л7 ?(л)|<Д5у|4 (5 = 1,2....) (15)
О<ДГ<+ ав

н

Л)՜՜ э(0)=0 (5=0, 1, 2. ...), (16)

где р։ - 1п1'Л1
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Следуя П. Делонгу (’), введем выпуклую регуляризацию после­
довательностей logAf^ и log 14. С этой целью в пространстве R՞ * с 
координатами и„, v рассмотрим сначала множество Е по­
лупрямых

п։ = <7։........«л = <7н. t>>logAf,
для всех 9 = (9։. <h........<h) (9*>0 — целые).

Проведем через начальную точку Qg полупрямой 8„ плоскость 
с коэффициентами (logr։,.... logr„, —1)

п
V—Iog/W7= V (u* —<7* ) logr*.

*-։
Если обозначить

п
г՛, = log Мд - V q„ log г„ , 

к-1

то последнее уравнение запишется в виде
п

V = Vg 4- V «tlogr» . 
“1

Отсюда видно, что г<ч есть ордината этой плоскости в начале 
координат, а из определения (7) заключаем, что

—log 7(г։, г,,..., r„) = lnf'o?.

Это означает, что если в /?"+* Ес есть выпуклая оболочка Е, то 
— logr(r։,r2....... гп) является ординатой в начале координат плоскости,
касательной к Е( с направляющими коэффициентами (logr,, logr։, .. 
log/՜,,, — 1), причем эта плоскость оставляет Ее в полупространстве, опре­
деленном полупрямыми с положительными V. Для данных целых поло­
жительных чисел ...,9л) Ес определяет полупрямую ■o>logA1^ 
принадлежащую Ес. М' — называется выпуклой регуляризацией 
последовательности Мд. Очевидно, что

Проделаем ту же операцию для последовательности р, одного 
индекса. В пространстве R։(u, г») построим множество е полупрямых 
с целыми положительными коэффициентами и — s, v>logi4 ($ 0 — 
— целые) и пусть ес — его выпуклая оболочка.

Соотношение t'>log^ при u = s определит полупрямую, опре­
деленную на ес, причем p'<ps.
Из определения 14 для выпуклых регуляризаций pj и Мг следует 
равенство

р‘— mln М‘ (17)
i«l-* *

а из (15) —соотношение

sup|Df ?(x)|sg4в’р' (s—<Х 1, 2....). ОчЛ +<с (18)
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Определим теперь для целых неотрицательных значений функ 
цию

l(s) =
1— logi^, 

ч>

S I
(19)

О, s = 1

которая, начиняя с некоторого 
дет возрастающей, и |im/($) = 

'- + х> 

определенного значения s =- $0>1, бу- 
+оо. Это следует нз того, что в про-

тивном случае, в силу выпуклости ес> функция /(5) имела бы конеч­
ный предел /01 для которого выполнялось бы неравенство /($)</։֊;֊? 
(3>°) при Но по определению ц', с учетом (7) имеем

log 0(r) = sup Isl°gr“lognjl =sjp$[logг—Z(s)|,

откуда следует log^(r)-----f-oo при logr^>/0 s, что противоречит ус­
ловию (12).

Составим функцию

/!х| =у(х1։ .v2......... х„) = <iz(xj ... ?(хл), (20)

где а — некоторая константа (0<х><4֊оо, £= 1, 2,..., п). 
В силу (18) из (20) получим

м 
|ОГ/(х։. х։.......хЖ^՞^, ... р' (21)

Но так как /($) возрастает при s^s0, то

v <7*/(^)^/(|y|)i <7* = W(lvl) 
Л-1

при что с учетом (19) влечет за собой соотношение

Я-............Чп) = (1<п • • • Н$л)(^|) ։ < I.

откуда, в свою очередь,

d = sup £(<?)<+<». 
«

Выбирая к (20) число а = г»-’Л‘֊л. из (21) получим

sup|OT/(A-l| ДВ1%։ = Лinf м;.

что означает принадлежность функции /1x1 классу
Из условий (16) и определения (20) вытекают равенства (10), и 

тем самым теорема полностью доказана.
Наконец, используя метод доказательства георемы I р.нютн ( ) 

в случае п = 1. на основании теоремы 1 можно доказать следующую 
теорему единственности для функций класс.»
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Теорема 2. Пусть функция f x}£C*{Mq\ при п>2. 
Тогда*.

I. Если

О—/|х||л>.о=О (7* = 0, 1. 2. Л=1, 2........п} (22)

и

dr = 4-пи.

то f х\ =0 при x£G.
2. Если

log Н(Г)

Г

rfr<4_oo։

то существует нетривиальная функция f\x}^C^\Mq}. удовлетвори 
ющая условиям (22).
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2. II. ₽n9UP8UL

I Г|1 Ш l| III |>| U1 Г. pl.ll Г L J11L Г lijl fuiGjl l|l n l|l 11 |ll infill Гг|1 ф1нГ|1|(||1шСЬг|) fi unfair

. iLfnLffll UJ 1 fuuj inwLpnitf ( I plj LU qfl шЪ Ш [{11П [1 if П I [1 /Ujll l^pnpihll'p UlUJ֊ 

puj&i[Lf L [niAi/Lf I J fl fnub/i ф n ф n /и Ш if шЬ ft ф n tLifrj ft шЪ it pp npnl qWuijp/i 

t UJ if tU fl l

i^UJUfbu oqiniu qnp&Lfni[ If. If. .Pppujfjiuljli^2) 2—/м/ш qfiiubw [fiui /»if n if/jU/Ъ 

Ъпр, pbq .Luitnift qut ^шфш ftp f bltplfuj n q if ш <> n nf (') ii (*') ш ffu ш шшЪ рЪ Lp/i

UJftqjnibpithpp pbq ,ujLpUJtft[nuf LL J fi putbfi ф n ф И /иш If шЪ /l ППП2 Uil^ltfp 

fuibnip qujitLfifi
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