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МАТЕМАТИКА
X. О. Мопсисян

О единственности двойных рядов по системе Хаара, 
сходящихся по сферам

(Продетав.it*ни чл.-кирр АП Армянской ССР А А. Талэляпом 24/XII 1976)

Будем рассматривать на единичном квадрате |0. I]2 двойной ряд 
по системе Хаара

X апт 7мт(вХ У К (I)
п л։- О

где /пт(х> У)~У.п(х) ■ /.т( У) (определение системы Хаара !/л(л) 
см. в (’)•

В работах (։) и (э) рассмотрены вопросы единственности рядов 
(1), когда они сходятся по Принсгейму или сходится повторно по 
строкам (столбцам). В этой заметке будет доказана одна теорема 
единственности для рядов (1), сходящихся по сферам. А именно 

'Георема. Пусть f(x, у) ограниченная измеримая функция 
на |(), 1|*, и ряд (1) удовлетворяет следующим условиям:

a) llm S/?(x, у)— f (х, у) всюду на единичном квадрате |0. I )*, 

кроме. быть может. точек счетного числа отрезков |хл| и |ул|, 
параллельных осям у и х соответственно, где

Sh(X. у)— у)-
л *ч гл3 №

б) Для произвольной точки (х0, уо)6|О, 11= коэффициенты рн- 
да (1) удовлетворяют условиям

цП1 - =0 при любом т. /?! = (), 1, 2.... (2)
* - Хя>(*о)

' цП1 -Ճ"-.— =0 при любом и, //=0, I, 2, ... (3)
/ *- /лч(Уо)

где \/пДх}\* р 1/<п/(у)1Г. Р множества всех тех функций системы 
Хоара, которые не равны нулю в точках х0 и у0 соответственж^ 

Тогда ряд (1) является рядом Фурье —Хаара функции /(л,у) т. <.
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<Ъ>т = ) I Лх, У)Хя/и(Х, 
[0. ||՛

Для доказательства этой теоремы предварительно докажем сле
дующие леммы.
Лемма I. Ec.ni коэффициенты ряди (1) удовлетворяют условиям 
(2) и

р* я
-*>л «.(*. у) = х - «лж Хят(*. У)»0 

л-О т -0

при (л՛, у)^ДГ(?„ где прямоугольник постоянства функции 
/։ , (л՜, у), то для любого отрезка [х0] существуют натуральное 
число рх ри и прямоугольник постоянства бРхЧ, функции (х, у) 
такие, что

Ь 1хо| --- 0։ С

2. 5ДЛ.(х, у)>с при (х, у)€Дл„.

Лемма 2. Если коэффициенты ряда (I) удовлетворяют условиям 
(3) и

3Рл.(х, у)>с>0

при (х, у)Сдг«ь. где прямоугольник постоянства функции 
7г.и.(х, у), то для любого отрезка [у0| существуют натуральное 
число <?0 и прямоугольник постоянства функции /г^,(х, у) 
такие, что

։« 111 Уо1

2- У»с при (X, у)€дас.-
В справедливости Лемм I и 2 можно убедиться, используя не

которые рассуждения, которые содержатся в доказательстве леммы 
I работы (*).
Лемма 3. Если коэффициенты ряда (I) удовлетворяют условиям 
(2) и (3). а

$р.чЛх, У)>с>0 при (х, у)Е\м.,

где ^,.,д —пряиоугольник постоянства функции /Р1(х, у), то для 
любых отрезков |х0| и | у0| существуют натуральные числа р">Ри,
<7 Ум 11 прямоугольник постоянства Др,, функции /ГЯ(х, у) такие, 
что

1• л I-<и| 14Уо1 ՛ — 0, ^рдс^р^,

2. 5РЧ(Х, у)-3рм(х, у)>с при (х, у)^Др,

где 3Ррч(Х, у)= V апт/пт(х, у). рг

Доказательство. Но леммам I и 2 существуют натуральные вис
ла /Л>/>и։ <7։>у0 и прямоугольник постоянства ДР։а> функции /Р1Ях (х,у) 
такие, что
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С A/м.. Др,», п 11 Хо| и |у0|] = * 
SpiqAx> у)>с При (х, у)^™,. 

11е нарушая общность можно предполагать, что

/ч,(х) zV’(x) 1 2я.

Возможны два случая:

а) Пусть Pf4-tf=(2,։4 0*4 (2Я4-/)։ < |2(2Я 4-Лр. 
Тогда ясно, что

5Р1«| (•«. У) = (х, у) при (х, у)^Дп„

н в качестве р, у, ДР4 в требовании леммы 3 можно взять р,, д՝, ДЯ41 
соответственно.

а) Пусть р\ Н? = (2п-|֊0։4-(2и4-/У>(2(2'։4֊0։։-

Последнее неравенство равносильно следующему неравенству

2я 4-< I
2Я4-/ /Г

(41

Рассмотрим следующие возможные случаи:
б) Пусть на интервале (Д^|4) )х—являющийся проекцией прямо

угольника ДР14| на ось х, отлична от нуля функция /,г<2"+|)(х).
Имеем

|2(2Я+Л|-’ + (2я4-/)г |2(2лг/)1։ (5)
так как неравенство (5) равносильно неравенству

2я 4֊/ /з՜
2п+) ՝ 2 '

которое заведомо имеет место при выполнении условия (4).
Если положить /»։ = 2/>։=2(2я4֊О. то ясно, что $Л41(х, у)>с на 

некотором прямоугольнике постоянства Дг>41 функции Хг>^,(х, у). Сле
довательно, из условия (5) и из того, что 2(2'4֊/) 2(2Я 02 имеем

при (х՛
и в качестве /7, 7, в требовании леммы 3 можно взять /’2, 71» -^/^1 
соответственно.

б) Пусть на интервале (Д/>141).։ отлична от нуля функция ’ДрДх), 
где л = 2(2л4-Л4-1. Тогда

|2(2Я Н)4- 1|։4-(2л4-Л։<(2(2л4-/>|։ (6)

так как неравенство (G) равносильно неравенству

2(2ятЛ 4- 1
•>Н 

</з.
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которое имеет место при условии (4) дли любого л>1. Ясно, что 
$д.„,(х, у)>с »«••» некотором прямоугольнике постоянства функ
ции /р.м.( '՜. У). Следовательно, из условия (6)

*УМ1(X. у|=5Л.^1(х, у)>с при (л. у)^А,и,сАл«,

и п качестве р,Я,Ьрд в требовании леммы 3 можно взять р,. (/,. ЛГн,։ 
соответственно. Лемма 3 доказана.
Доказательство теоремы. Можно считать, что

|/(.г, у)|5£1. (х. УК|О. 1|г.

Возможны дна случаи:

1) Прямоугольные частные суммы 5Я/Я(х, у)=Х £ «/////(х, у), 
1-1) /֊о

п, /п=0, I. • • • ряда (1) ограничены в совокупности на |0. 1|*.
В этом случае ряд (1) является рядом Фурье —Хаара некоторой 

функции /(X, у)££..|0, ||», так как я;ж<ао. Поэтому
л.г* —О

Пт ( МГ(х, у)—$#(х։ у)|Мх//у=О. (8)
я .- к»Л|։

Из условия (8) следует существование некоторой подпоследова
тельности сферических частичных сумм |5/гл(х, у))*..,, которая схо
дится к Р(х. у) почти всюду. Отсюда, в силу условия а) теоремы, 
вытекает, что Г(х,у) =/(х, у) почти всюду. Следовательно,

= У)Х—(х. у)</х</у = ( ( /(х, у) (х, у)дхду
|о,1|» |о.|]«

н теорема в этом случае доказана.
2) Прямоугольные частные суммы 1^т(х. у| \-т 0 ра да (1) не

ограничены в совокупности.
Тогда найдутся точка (х0, уо)£|О, 1|։, с двоично-иррациональны

ми координатами и натуральные числа л0, т0 такие, что |5,. (хй, у0)|>2. 
Следовательно, выполняется одно из неравенств

(х0. у0)>2 или (хи։ у0)<—2.

Случай, когда выполняется второе из этих неравенств, сводится к 
случаю, когда выполняется первое. Для этого нужно вместо ряда (1) 

рассматривать ряд £ -ая„/_ят(х, у).

Итак пусть выполняется первое неравенство

(х0, у0)^>2. (9)
Гак как (х0, у0)—точка с двоично-иррациональными координата

ми, то из (У) следует существование натуральных чисел р0 и </„. 
Ри^Пц. Чо п'о таких, что
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и. у) 11 «••/«•(х. у) 2 
п о (л. у)С^.

։дс -^/. — некоторый прямоугольник постоянства функции /г.\х, у).
Но лемме 3 существуют натуральные числя Р^>Р& Ч\ н пря

моугольник постоянства функции /Г|Г, (х։ у) такие, что

п ։ 1-ч11 IУ11 = 0. Дя.<* сд/м.»

$>.«.(*. у) = 5^Л(х# у»2 при (х, у)ОЛ|<։.

При помощи применения леммы 3 по индукции получим после
довательность вложенных прямоугольников л» диаметры ко
торых стремятся к нулю и

Л^оА1|х*|и|у>|։=«0. *=1. 2. • • • (Ю)

•''|/>***(՜^՛ у) (^>У)>2 при (л, Л—1, 2, • (II)

Так как п последовательности хп\ - , и 1уя)-_։ можно включить 
все двоично-рациональные точки отрезка |0, 11. то из (10) следует, 
что пересечение всех прямоугольников состоит из точки (;, тд 
с двончно-нррацнональнымн координатами. Ясно, что т,) отлична 
от всех тех точек, в которых ряд (1) не сходится к /(л\ у). Так как 
точка (;, т։) принадлежит всем прямоугольникам 4-1.2՛ • • , 
то по условию (II) получено противоречие. Теорема доказана.

В заключение выражаю благодарность чл.-корр. \Н Хрмянской 
ССР А. А. Талаляну за постановку задачи и постоянное внимание 
при выполнении работы.

Институт математики Академии наук
Армянской ССР

ь. 2. 1гпчиьи5иъ

|։ 1|г1|Гии1||| »шгГЬг|1 1/11 <и Ц п 11>| <к> Г« к/илфСТЬг)Ьгп|| ^1п^ш^|илпц Лшшг

’А ри» шл1(ЬЪ

V аяв/.«.(Х у) 
О

5»(х. у)= 1 У)

(1)

1Г|1Ш||п|1 рш-‘ЬЬдшр /(х, у)-р 2шф1»||1. ։1шИм1»шфт1| й1|яН I |0.1|։- 
пш11п1цП1 4рШ Ь (1) ршрур ршЦшршрп.^ к ^ibmLյ<u| и|ш]>ГшбСЬр|1£.

1- Пт \')=/(х.у) шЛС|пи>Ьр 10, 11‘ ршпш1|п«ип. Гч.д|։./• 11т5л(.с, у) /(-<.у) «иЛйтрЬр (0, 1|*
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1Г|к]П1дЬ, 1>ш ։|Ь||| |ниСи|1|П|| |хл| 6 |уп| Н.иии|шЛбЬр|| ^'“^'РрН» прп8|> 
([пк^ш^Ьп. Ы1 6аиГш1цш։пши|ишСшршр у 4 л* шпш6д|>(1Ьр|1(в:

?. (Хо. Уо)£|О, I |2 ЦЕнпимГ (|) 2^1 рр|։ <] прЛ ш1|||(|йЬрр рш-
1|ш|нирпи£ ЬС ЗДлпЬциц и|1и]1Гц1С1йЬр||Г|.

||п։ </у = т = {)- ։. 2.- • •
к—-о Х*>»\хо/

Нт
Аг* зо

/7=0, 1. 2. •

пршЦ' |/.лд(-<)1ь г ‘/.«/У^ Г I Ашшр|| 1||։ии։1лГ|։ ш]С рщпр фт Г|1]д[1шГ1Ьр(1 

1>6։ ир11(||» Кин|шишр *ЬС ^Ьрп]|1 шц|Ш1пти|1Н1|||тршр д*0 Ь у0 1|1лпЬрт «Г:
(рлцрпиГ (1 )-р 1миГ|Г)|н1шСп1<Г I. / (Х,у) фпъГ|1|д|ш^|1 Ъпкрр.—<шшр|1 

;шр|>р:
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