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Многие прикладные комбинаторные задачи сводятся к задаче 
целочисленного линейного программирования и если при это»! матрица 
ограничений является вполне уннмодуляриой, то эта задача решается 
методами линейного программирования (’)■

Напомним, что матрица называется вполне уннмодулярнон, если 
псе ее миноры равны либо 0, либо - 1.

Чтобы проверить, обладает ли матрица свойством вполне уннмо- 
дулярности, надо провести большую работу, если перебира л, все миноры 
матрицы. Существуют, однако, достаточные (но не необходимые! усло
вия вполне унимодулярностн матриц, которые проверяются гораздо 
легче.

В работе (2) рассмотрен класс двудольных гнперграфов Доказано, 
что матрица инциденций двудольного гнперграфа вполне унныодулярна 
Эта теорема является обобщением известной теоремы Хеллер-Томкинс 
Гейл (®) н существенно расширяет подкласс уннмодулярных матриц, 
являющиеся матрицами инциденций двудольных графов

Гиперграф (3) Н = (Х; ։) состоит из л — элементного множест* 
на X, называемых вершинами, и семейства ։=|£|//Г/1, т — не
пустых подмножеств X. называемых ребрами.

Цепью называется последопателыюсть вершин и ребер (л։;
х«; А; х։;... ; ЕР ; хг+։) таких, что

1. Все X, различные вершины Н (для (^р).
2. Все Е1 —различные ребра /У(для 1>Ср).
3. X); А7+| £ Е) (для /^р).
Длиной цепи называется число его ребер — р. Если /С>1 и 

если х,+։ = х։> то цепь образует цикл.
Гиперграф Н, не содержащий циклов нечетной длины, называ

ется двудольным.
Данному гнперграфу //=(Х;«) сопоставим двудольный граф 

ПА’;։; [/{ следующим образом:
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; £( ) Р £ е,
Теорема 1 Гиперграф Н (Л'; г) двудольный тогда и только 

тогда, когда в графе Г(А';е; V’) нс существует простого цикла 
длины 2(2^ —I), где д^2.

Доказательство. Действительно, если в //=(.1С;в) имеется 
цикл нечетной длины:

(1)

то (!) будет простым циклом в Г(Л';։;1/) длиной 2(2/?—1), д~~~2 и на
оборот. если (I) простой цикл н Г(Л’;е; V), то (I) является нечетным 
циклом в Н-(Х\ г).

Из этого следует, что теорема верна.
В дальнейшем будем пренебрегать циклами, длина которых не 

больше двух.
Матрица смежности О \cftj \ двудольного графа Г($; Г; Г) 

определяется следующим образом:

| 1. если (5< ; 0 )г V
I 0, если («I; Ъ ) V

I = 1; 2;|$| 
у = 1; 2;-; |Г|

Из теоремы I. из теоремы, доказанной в (*) и из того, что 
двудольный граф не содержит простого цикла нечетной длины, сле
дует следующая теорема.

Теорема 2 Если в двудольном графе длина каждого простого 
цикла кратна четырем. то его матрица смежности вполне унимодулярна.

Таким образом, чтобы выяснить, является ли гиперграф Л/=(А’;е) 
двудольным, достаточно проверить существует ли простой цикл 
длины, не кратной четырем, в двудольном графе Г(Л՜;е; И). Дадим 
одно необходимое и достаточное условие для проверки, содержится 
ли в двудольном графе простой цикл длины, не кратной четырем.

Пусть Г(5; Г; V) — двудольный граф, Гг(И; IVх) — его реберный 
граф (‘I. Двудольному графу Г(5; Г; V) сопоставим ориентированный 
граф С( К; /?) по следующим правилам.

Построим некоторые множества

1Г = 1(а;?)/(а;?) Г. И7;аПН ''

У —это множество всех упорядоченных пар из множества 
то есть если (а; ?)£ то (а;?) £ У и (?;»)£ У.

<(«;»; (т:«)1 £ /?<-►։(■:?) { У; (Т;4) € Г (М) € ^"1.

Таким образом, мы построили ориентированный граф О( У\ /?)•
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1 со ре мп 3. Для того, чтобы двудольный гриф Г(.$; Т, V') не 
содержал простого цикла длины, не кратной четыре м, необходимо 
л достаточно, чтобы не содержал ориентированного цик
ла нечетной длины.

Доказательство. Покажем, что если в Г(5; Г; V) существу
ет цикл длины, не кратной четырем, то в графе С?( К;/?) существует 
ориентированный цикл нечетной длины.

Пусть в графе Г(5;Г;И существует цикл длины, не кратной 
четырем, тогда длина этого цикла равна 47 — 2 = 2(27—11, так 
как в двудольном графе не существует цикла нечетной длины.

Очевидно, что 7>1 и пусть этот никл есть:

(5։, /։; ...; Уус-Ц $.•«), .т։ = 5^
Обозначим:

»< =(Л| ; 6 ), ?| =(6 ; ^+1), I = 1;2:...; 27-1.

Так как я։ г) 8( — £ Т и
следует, что

(«<;?<) С Г.

?<• Л(5. < = 1:2:...:

(?<;»у+։)<1Г

27-1

«’= 1:2:...: 27 — 1 и =

Отсюда следует, что последовател-.ность

является ориентированным циклом в графе нечетной длины
равной 27 — 1.

Докажем обратное. Пусть 0( У, /?) содержит ориентированный 
нечетный цикл (2).

Возьмем а/ = (5/: Ь ). ₽=($'։, ^). 1; 2> — ■ 27 — 1-
Тогда Г, =^; /= 1; 2; ..., 27 — 1. так как (я, ; ру Н I = 1;2;... : 
2?— 1 и из того, что (Ру: яу+ОС * = 1։ 2։ —27 — Н ®а» = 
следует, что $;=*+«, /=1: 2: ... ; 27 1. следовательно в графе
Г($; Т, V') имеем цикл длины 2(27—1); 7 >2.

(5։; /։; 5։; ...: $.'7-Г. •5-и). Л1 — (3)

Из построения графа б(К: /?) следует, что

Г/ * Г/, 1

у= I: 2; ...: 2у - 1

/= 1; 2; ...; 27 - 1
(41

' $• + !

иначе следовало бы я, =?< или что противоречит
определению множеств № и Н ".
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Если (3) пр простой цикл, то он разлагается на простые циклы, 
где длина каждого простого цикла больше или равна четырем, так как 
последовательность (3) удовлетворяет условию (1|. Следовательно, 
среди -тих простых циклов легко заметить, что существует простои цикл, 
имеющий длину 2(2^*— 1), где ?>9'>2.

Значит длина этого цикла не будет кратной четырем.
Теорема доказана
С у шествование ориентированного цикла нечетной длины в б( У; /?) 

или цикла, длина которого не кратна четырем в графе Г(Л;в;У) 
можно выяснить (5) при помощи возведения в степень матрицы 
смежности данного графа.

Ереванский III III математических машин

ЗПК Դ. ԱՆԱ11ՏԱ113ԱՆԵրկկողմանի ՐփսյԼրղրւսֆների մի քանի 1ևստ1յո ւ pjn iGfi Լ ր
Г) Ապացուցվում (է որ երկկողմանի հիպերղրաֆի հարակից

մատրիցան լիովին Ալն իմո դոէք յա ր րրր աոանձնացնոէմ / մատրիցաների մի 
ղաս, որոնց Կամար ամ րողյաթ իվ ղծային ծրաղրավորման իւնղիրր կարելի Լ 
ԼՈւծեյ ղծային ծրաղրավորման մեթողներովւ

Այս Հողվածում տրվում է անհրաժեշտ ե բավարար պ այմաններ, որպեսզի 
հիպերղրաֆր յինի երկկողմանի։ Այղ պայմաններր կոնստրուկտիվ հնարավո
րություն են տալիս ավելի /այն ղասի մատրիցաների (բան երկկողմ անի ղրաֆ- 
Ների Կարակից մատրիցաներր) էԱէմար, ր ա ց ահ ա յտ ելա ուն իմ ո ղո ւ / յ ա ր հատ
կությանը։
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