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Мы будем пользоваться терминологией и понятиями, введенными 
в (։՜4). В частности через I обозначим следующую функцию

Z(jc)=-[log։(x4-l)|.
Определим трехместные предикаты Р, К, М следующим образом:

-°(у,?. х)ч->֊((?(л)=у)&yz(/(z)<Z(x) > (?(г)-?(х)),

К(у, ?. x)4->gz(P(y, « z) & !(z)=x),

ЛГ(<р, ■Ь1с)ч->\-ху( Их)=у->з?(?(г)=у& Z(z) /(х(+с)). 

где ®, ՛]< —переменные, допустимыми значениями которых являются 
одноместные частичнорекурснвные функции (ч.р. ф.), а л, у. г. с 

переменные, допустимыми значениями которых являются нату
ральные числа.

Будем говорить, что натуральное число л есть сложность на
турального числа у относительно одноместной ч. р. |i. 9, если 
А(У. ?,х).

Определение. Одноместная ч.р. ф. Fo называется асимптоти
чески оптимальной функцией для частнчнорекуренвных функшй или 
оптимальной функцией, если для любой ч.р. ф. ?

авЛ4(/=’0,?.с).

В (’) доказано существование оптимальной функции. Тогда, если 
Fq оптимальная функция, то для любой ч.р. ф. ?

ЗеуяуСЖ ? •*)-► 3*(K(y. W & г<х+с))

Определим двуместные предикаты А։. £։, А,

£»(?,♦) ч-> а«'лК?,Ф,₽)

А|(?,Ф)<->А։(Т, А,(Ь, э)
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Тогда, если Ги оптимальная функция н Г, — ч.р.ф., то
Г, — оптимальная функция ч-► Д։(Г0,^։)

V'1.р,ф. ■?("]/-։(?. Л>))-

Для произвольного фиксированного множества А осуществим 
полную релятивизацию вышеуказанных понятий. (Мы будем обозна
чать релнтнвнзованные предикаты так же, как и соответствующие не 
релятнвнзовяиные предикаты. Для релятивнзованных предикатов 
Л, А՜, .И,допустимыми значения функциональных переменных 
будут одноместные Л — чвстичнорекурсиппые функции.)

Результатом полной релятивизации понятия оптимальной функ
ции является понятие функции, асимптотически оптимальной для 
Л - частичнорекурсивных функций.’

Через /д обозначим некоторую фиксированную оптимальную 
функцию.

Для произвольного множества Л через обозначим некоторую 
фиксированную функцию, асимптотически оптимальную для Л— час- 
тичнорекурснвных функций.

Пусть ЛГ область определения Го, К— креативное множество.
Легко показать, что /-.(Л*՜, /%)
(т. к. £։(Л,«, Лс) и М^гК).

Известно (*), что область определения любой оптимальной функции 
есть Т полное множество. Насмотри на это, можно доказать следу
ющую теорему.

Теорема I. уД ((</( А') > О') => 1.^*, Го))
Доказательство. Как уже отмечалось истинно следующее 

утверждение:
Не существует функции, асимптотически оптимальной для час- 

тичнорекурснвных функций и такой, что ее областью является мно
жество, которое рекурсивно в |л|л£ но в котором 1х|лг£ не 
рекурсивно (1).

Отсюда следует истинность утверждения (2). которое получается 
из утверждения (1) полной релятивизацией (для произвольного 
множества Л).

Не существует функции, асимптотически оптимальной для Л— 
частичнорекурсивных функций и такой, что ее областью определения 
является множество, которое Л— рекурсивно в Iх|х £ №*1, но в кото
ром |х|х£ не Л— рекурсивно. (2).

Так как уАуВ(В Л—рекурсивно в Л' «•=► В рекурсивно в Л ), 
то из (2) следует:

Не существует функции, асимптотически оптимальной для Л— 
частичнорекурсивных функций и такой, что тыорннгова степень ее 
области определения<с/(Л'). (3).

Пусть множество А таково, что с/(Л')>0'.
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Тогда /-|(/7о, С другой стороны ~\1Х(РО, Р*), так как и противном 
случае имело бы место 1֊։(Р0\ Р$) н функции £0 могла бы выступать 
в качестве асимптотически оптимальной для А чпстичнорекурсивпых 
функций. Однако тьюриигоиа степень ее области определения = О 
<^(А'), что противоречит утверждению (3).

Значит А1(Г ’, Ло).
Полная релятивизация этого результата дает 

Следствие 1. 1.

Следствие 1.2. (С,б, А -множества такие, что <7(0 рекурсив
но перечислима в О' & О рекурсивно перечисли ио & <7(6 ) <7(0 
&«/(Л)<0' & <1(А) <1(О)( =>֊ з бесконечна к последовательность

Ь9,... (уЦО{ рекурсивно перечислимо &

</( £>,)<(/(«,)< ...

Доказательство. Сакс (*) доказал следующую теорему: (а,Ь,с,р 
степени такие, что а^Ь՛ & Ь^р & р'^с& и р & р рекурсивно 
перечислима в Ь & с рекурсивно в ^') => з степень д(Р«1 & <1 
рекурсивно перечислима в Ь & а.<д & <Г—с).

Пусть О, А, С множества такие, что с!(О рекурсивно перечис
лима в О', б рекурсивно перечислимо, <1(б'}<^д(О, (ЦА)<0 
<1(А)-<.(1(б).

Известно, что (д(С0).<1(О рекурсивно перечислимы в О' & А </(С0)< 
<</(С)) =>зС։(</(С։) рекурсивно перечислима в О’ & & </(С0)< 
<</(С։)<</(С) (1).

Пусть С։, С։„.. бесконечная последовательность множеств такая. 
что \/((д(С/ ) рекурсивно перечислима в О )& д(б ) <7( С, )<<7( ..
... <1(С) (из) (1) следует что такая последовательность существует).

Тогда из теоремы Сакса следует, что ■^О1(<1(б)^<1(О1) & Г)1 
рекурсивно перечислимо А (Ц1\) = </(С։) & </( .4 )^</(/>։))
Для всякого 1^2 (</(А_։)«/(А ) А О/ рекурсивно перечислимо
& д(О,) = д(С։) & </(Л)<</(О,)).
Так как </(О') у </(С։)«=г/(О;), то «/(О) =£ </(£>,).
Так как у/> 2 д (О\ ։) -4 <10,1, то у/>2 (/(А-О д(В։ ).
1якнм образом получили, что (С, О, .4 множества такие, что </(С) 
рекурсивно перечислима в О՛ & б рекурсивно перечислимо & <1(6 ) 
«1(С) Л (1(А)^О՛ & </(Д)^</(0))=>

3 бесконечная последовательность И,. 1^, ... (Х(О, рекурсивно 
перечислимо & </(А)^<1(О1 )) & ^(0)<С</)О։Х(О։)< ...
& ^(С’К^О.КсЦО,)<..<</((?)). (2).
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Доказываемое утверждение следует из (2) и следствия 1. 1. 
Заметим, что если С рекурсивно перечислимо и А' и Д рекурсивно 
перечислимо, то имеется эффективный переход от р. п. индекса С 
(относительно А՜) и р. п. индексов О, Л к р. н. индексам множеств 
/А. />=.........
Следствие 1.3. Существует такое множество В, что (1 (В} 
минимальная степень и Л. (Г«, Гв).
Доказательство. В (*) доказана следующая теорема. Пусть с^О' 
Тогда существует минимальная степень Л такая, что Ь'=с. Отсюда и. 
из георемы I следует доказываемое утверждение.
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11. Л. ՄՈԿՈ88ԱՆ
1ՒLишin|i11|iquii|ւ|Шծ կււ| մւ1զււրւո| յան puirqnէ|> |Ոէններ|ւ ւււ-ո> հաւոկոէբ |ո։նԼեր

Կառուցված Լ ոեկուրսիվ 1^վս,Րկ^(Ւ բազմությունների X- աստիճանների 
անվերջ խիստ աճող Հ տ քոր ղա կ ան ա [1 յ ո ւհ, որի ո ս տ յ ո ւնն ե րր խիստ կարղ են 
պահ Աք անում և այղ Հիման վրա կառուցված Ւ, այնպիսի ոեյյատիվիղացված 
ֆունկցիաների շղթա, որոնց նկատմամր կոլմո ղորով ւան րարղութ յունն երր 
աղիտիվ Հաստատունի ճշտաթ յամ ր խիսս» Նվաղում ենւ
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