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МАТЕМАТИКА

Փ, 1Հ Арутюнян

Представление функций кратными рядами

(Предстлвлено чл -кирр АН Армянской ССР А. А. Талаляном 30/У1 1976)

В статье излагаются результаты, которые в основном были со­
общены на Всесоюзной конференции но метрической теории функ­
ций, прошедшей в Агверане (Ереван, 1975).

Пусть £|я.Л| —класс почти всюду конечных, измеримых функ­
ций на |а, А|. 5|и. 6], класс измеримых функции, которые могут 
принимать значения и —оо на множествах положительной 
меры, С[а. Ь\ — пространство непрерывных функций. АГ[а, Л] — прос- 
транство ограниченных функций, /Д,/, /;] — пространство функций, 
интегрируемых со степенью р.

Д. Е. Меньшовым доказаны:
Гео рема А (։) у/€^1—3 тригонометрический ряд, который 

сходится к / почти всюду.
Теорема Б (։) у/ ( $1 ֊ «,«|, ®>0 3/ £ ЛГ1 (|‘|/:Л/) л /Ц)|
<։) и тригонометрический ряд, который сходится к / но метри­
ке .И| г| (следовательно сходится и равномерно).

Системы функций, которые обладают этими свойствами тригоно­
метрической системы, назовем (Л) (соответственно (Б) ) системами. 
Если для некоторой системы выполняется утверждение теоремы Л 
в класс*-  5 (а. 6], то такую систему будем называть системой (А). 
Для кратных рядов эти определении даются аналогичным образом.

Пусть: п^]~ и последовательности натуральных чисел
'П*<л» +|, Л: I. Нт(/пд—л*)  = -г ею), —система функций

$1п/г (л/. /-С.Л/Д., А^1), расположенных в произвольном
порядке.

Справедливы;
Георема I. ~ — является (А) системой, причем для ш- 

данной /С- $| п, п| сходящийся ряд может быть выбран так, 
чтобы почти всюду сходился и сопряженный ряд (в том же по­
рядке 1н>Г)- 
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Теорема 2. является (Б) системой, причем для за- 
данной Д5|—", я| и с О сходящийся ряд может быть выбран 
так, чтобы равномерно сходился и сопряженный ряд (а том же 
порядке !?>1|՝’).

В доказательствах теорем 1 и 2 используется следующее свой­
ство системы

Лемма 1. у/У, «>0 и интервала полином
Р— \;+' «д. такой, что
1) |ИД|-’ ) |Р(О|г//>ш

1
(о*  — пос тоянная)

2) |Р(О|<е (|Р(Л| л. <€|—"| Д (Р -сопряженный к р}

3) II и( Р, п II ,М|_։. «1^1 (II и(Р. о II ։|| 1).
где и(Р, /) = зир |^' ак ?л(/)|.

Лемма 1 следует из следующего легко проверяемого свойства 
тригонометрической системы: Пусть 0<й^-

Фл(0=
1-1'1 ՛ А՜’- 1'1 «£ л
о, л<|/| «
Ф/Д/) —продолжается с периодом 2՜.

Справедливо неравенство

|2*1  ’ со5 р1е-‘*,(11

V й, а н натурального р (/. — постоянная).
Отметим, что последнее неравенство позволяет, в формулировке 

теоремы А, задать порядок убывания коэффициентов, близкий к 
окончательному.

Системы функинн, обладающие свойствами 1)-3) леммы I

(не учитывая свойства полинома Р), были рассмотрены нами в рабо­
те (’) и были названы системами (/) (здесь же будем называть 
системами (/., Л1|</, й|) и было показано, что этим свойством, 
кроме тригонометрической, обладают так же системы Хаара 
и Уолша при всех перестановках, и все базисы С|а, й|. Там 
же было доказано, что системы (/. Л1|п. й|) являются (А) сис­
темами. Добавим 1вкже, что если функции такой системы кусочно - 
непрерывные, то система будет обладать и свойством (Б). Повторяя 
рассуждения работы (*),  можно показать, что кратная система, по 
произвольной системе (/. Л!|</,Л|), также является системой (А) и 
(Б) (в последнем случае предполагается, чго функции кусочно - не­
прерывны). Результаты такого рода можно получить и для других 
систем, обладающих свойствами, близким к (/, Л|). Точнее, ска­
жем, система функций |?л)Г. определенная на |и.Л|, обладает свой­
ством (/, /.',|о, 6|), если \ .V. ։>0 и интервала Л |</,й| Э И11?11»։(о. «I 
^1, :<(0 — О,/~Д) и полином
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Р = такие, что
Г) II Р - •> II л,(□. л|<е. |11 ДГ11 |ф(0| <//>«• (« — постоянная),

2) || и( Р. Г ) и Чр |а. Ь| Т II11| Чр |О. ц (7֊постоянная)
Справедливы:
Теорема 3. Пусть 1<р*1  Л1|а. А|) система (или (у,

* Докааательстпо этой ичиы по сушсству соДсрлошн и пайки работ.՛ (’).

£/'|а, />|). р 2). Тогда п-кратная система !?*,(,,)  • • • ?*„(/„)!  (Ау»1, 
1<>- л) является (А) системой (суммируемость п-кратного ряда 
весь осуществляется некоторым методом И, из которою в част­

ности следует суммируемость прямоугольным, сферическим и тре­
угольным частичными су чма ни одновременно).

Теорема 4. Пусть 1?*̂ ” — (у, ЛЦл, 6|) система, которая 
состоит из кусочно-непрерывных функций. Тогда п-краткая систе­
ма ?»,(/,)֊ • • ?* п(/п) является (Б) системой (суммируемость 
понимается в смысле И).

Применяя метод, указанный А. М. Олевским (4), можно (у, 
,П|</. £|) и (у, Л|) системы переставить так, чтобы кратная сис­
тема (по переставленной системе) стала системой (А). С другой сто­
роны. из одного неравенства Гарсия (*)  следует, что любой безуслов­
ный базис пространства 1.р\а, 6] после некоторой перестановки ста­
новится подобным (у, А/,|а. *|)  системе. Справедлива:

Теорема 5. Пусть !?*! ’— (у, /И(а, д|). (у, ТР\а, *|)  р 2 
система, либо безусловный базис 1-/։\а, Л|, р ^-2. Тогда систему 

-, чо.жно переставить так, чтобы п-кратная система, по пе­

реставленной системе, стала системой ( А) (суммируемость пони­
мается в смысле О).

В одномерном случае, когда ։?*:,* —тригонометрическая система, 
система Уолша. \ОНС система ограниченная н совокупности—этот 
факт был отмечен в работах, соответственно (•-•).

Заметим, что примененный метод, в доказательствах теорем 
1 - 5. позволяет построить, соответствующий данной теореме, один 
универсальный ряд такой, чтобы каждый выбранный ряд, указанный 
в этой теореме, являлся частичным подрядом этого универсального 
ряда. Заметим также, что теоремы I. 3 и 5 остаются в силе и при 
более слабых требованиях, чем условия (Д', Л1|ц,/>|) и (X, 1.р\а, ). 
Например, выполнение свойств 1) —3) и 1')—2') достаточно требовать 
не на всем отрезке | ։. д|. а по некоторой системе расширяющихся 
множеств в |а. &|. И наконец, отметим, что в двумерном случае, 
когда совпадает с тригонометрической системой, теоремы 3 и 
4 в более слабом виде сформулированы в (*- ”).

Приведем одну лемму, при помощи которой осуществляются 
доказательства теорем 1—5.*)
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Пусть последовательность кусочно-постоянных функций 
(Фл(О|Г *€  |0. 1] обладает свойствами:

I") 1Ш')|< I. и /со,1|, 
2“) ор ф*(П  л = о.
3") если Д*  минимальный интервал, содержащий множество 
(/:ф*(/)  У= 0|, то у,(/) постоянная на Д*  у/<*.
4") 1|ш 11 ДЛ = 0.
Лемма 2. Пусть ^“|/д(/)—+ос почти всюду на [0, 1|, 

-Г|Л(0|։=4-яо почти всюду на |0, ||, 1||ц/*(/)  =0 почти всюду на 
[0, 1|. Тогда ряд V; /*(/)  обладает тем свойством, что \ /£$|0.1 ] 
существует последовательность чисел :е» ՛ (е* . — 1 или 0) такой, 
что 5Г««/»(0=/(0 почти всюду на |0, 1|.

В копие сформулируем одну лемму, которая представляет само­
стоятельный интерес.

Лемма 3. Пусть —(/., Л!|«, А|) система, которая со­
стоит и.< кусочно-непрерывных функций, тогда \ .V. интервала 
Д<[<7, Л| и £>0 3 полином такой, что

II |/յ|-II 4- II т՛I р) ц .||1в. »| г,

где 'р1 характеристическая функция интервала а.

Институт математики Лыдемпп на\к Армкнской ССР

$. Գ. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ
ՏափԼլի ֆп։նկցիШГ։I,ւփ ներկայացումը րազմսւպաւոիկ շարքերա|

Աշխատանքում մասնավորապես րերվտմ են հետերպ երկու թեորեմ- 
նԼրքքք
Թեորեմ 1. | ր, ր| [ —՜, ր|-ում որոշված ամեն մի / չափելի. վերջա­
վոր ֆունկցիայի Տամար ցոյություն ունի կրկնակի եռանկյունաչափական 
շարը, որը նաւքարյա ամե1ւա|ւևյ> <յոէւքա|ււ|ւ։«.։ք !• ք ֆւսնկցիային:
Թեորեմ 2. [—Ո, ր| [ ֊ռ. ւփոսք որոշված ամեն մի ք չափեւի. վերչա- 
վոր ֆունկցիայի և £>Օ|*վի  Տամար ցոյուրյոսն ո։ նի /, ր! X : / (XI /(X): 

<8. անընդնաւո ֆունկցիա, որի Ֆուրյեի շարրը քըԱԱ» կրկնակի ^անկյու­
նաչափական ււիսաեմի) Տաւ|ասարաչափ համարվող I.:

երկո. թեորեմներում է/ պամարռմր հաոկաց,/,.. մ I մի րն^հանրայ/փոծ 
մեթոդով, որիք, մասնավորապես ստացվում են րոլոր կէասիկ դ,„մարման 
մեթ ոքքներրէ
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