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3. А Даниелян

Асимптотическое изучение систем ;И,/ОГ// при 
«быстром» обслуживании

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрвашяном 24/1V 1976)

Настоящее сообщение является продолжением (։) Рассматри­
вается класс систем обслуживании типа Л1Г|СГ|| без прерывания уже 
начатого обслуживания, у которого вектор ;. = (•<”, - - - , ։и>: /), 
где «}"• — число вызовов /-го потока (/-вызовов), оставшихся в систе­
ме после окончания обслуживания л-го вызова, являющегося «-вызо­
вом, образуют простую цепь Маркова. Длительность обслуживания 
«-вызовов есть случайная величина (ат. в.) с функцией распределения 
/?«(/), в/(0)=0, а интенсивность потока /-вызовов равна 
Длительности обслуживания суть независимые в совокупности сл. и. 
и не зависят от процесса поступления. В момент / = 0 система сво­
бодна от вызовов.

Пусть независимо от функционирования системы наступают .ка­
тастрофы*, поток которых пуассоновский с параметром х>(» Каждый 
/•вызов независимо от остальных с вероятностью .с, (0 х1 I) окра­
шиваем в красный цвет н с вероятностью 1—л, —в синий.

1°. Пусть /) —вероятность того, что в момент окончания

обслуживания л-го вызови впервые наблюдался вектор (А; /) (т. е. 
обслужен /-вызов; после него осталась очередь типа А = (А։, ■ • -А,)); 
а время, протекшее до окончания обслуживания этого / вызова, не 
превосходит /. Иными словами, ,?;\(А; /) —вероятность первого дос­

тижения состояния (А; /) из состояния (0; • ) (О (0, • • • . 0)) через 
п шагов за время, не превосходящее /.

Обозначим через /\։(А, /I вероятность перехода из состояния 

(0; • ) в состояние (А; «) за п шагов н течение времени, не превосхо­
дящего /.
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Если •»,*„(*; /)—условная вероятность перехода за п шагов в со- 

стояние ( 4; /) в течение времени, не превосходящего /. при условии 

выхода из состоянии (Л; () и

Ям(А; 4=1 Г). *'/л(А; $)=7 /). (I)
о о

то нетрудно видеть, что (п>1; 1=1, г; £/>0; $>0)
—• —< Я"*!

Рп(к. 4 = 1'п(А; 5). р^Ь; 4 = £/„(А; 4 + 2 х)и1п_т(к; 5). (2)
гя- I

Если г։1— случайная длительность обслуживания /-вызова, то 
пусть сл. в. т, с вероятностью о/ равна сл. в. гц. Здесь н ниже без 
ограничения общности полагаем д։-|- • • • -д,= |. Пусть выполнены 

следующие эквивалентные условия (£/($) = ։

Г Р
₽(^)=2 нД(4—1 и (3)/•1

При переходе из состояния (к\ /) за п шагов в состояние (А; /) 

для того, чтобы пройти через состояние (0; • ), необходимо, чтобы 
л>|*Т-А.+ ’ • • +*г.

Пусть 4-событие, заключающееся в отсутствии „катастроф" за 
п шагов, переход» за эти п шагов в состояние (А; /) при условии 

выхода из состояния (А; /). Очевидно: т</я(А; <г) = Р(4). 
•А

Допустим: б=|при условии выхода из состояния (А; 0 в тече- 
—*

ние п шагов нет попадания в состояние (0; • )). Положим: ^„(А; з)= 
= Р(АВ).

При х -0 будем писать у=0*(л), если либо у = 0(х), либо 
у = 0(х).

р — —
Демме 1. Если т( *0, то г»м(А; X) =0*(рл(5)), где обозначено ($>0)

М4 = V ₽/л(4= 1 е֊ы • дВ^х).
/-1 и л!

о
Доказательство. Пусть вначале ^/₽/л(5) = 0(ря(я)). Тогда по 
теореме работы (’) при любых /, /п>1; л (|л| = л)

рц(п-. з) = 0(р1т(п; «)). (4)

Период занятости (п. з.), за который обслужено не менее п вы­
зовов, при условии, что он начался с состояния (А; /), обозначим 
через т>я(А; /). дЗ
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События Л/; определяем внутри - /) (/=|,/г, /=1,г-

м>0). Л*($)-собыгие, заключающееся и том. что у ым ибслужннзегся 
вызов, за длительность обслуживания которого поступило т штук 
вызовов и не наступали .катастрофы*, в/у—событие, заключающееся 
в том, что У-ым обслуживается /-вызов. Имеем

лп — — | Л Г—-1 >
Р п (%֊ • Лр($)| = П ?(Г,,($)Р В,,/! п (Л,/Л-<($) . 

/-1 I 1-1 /-1 (5)

где Р( В/С)—условная вероятность события В при условии осущест­
вления события С.

Пусть А-ыЛ, обслуженный за «,Л(А; I) вызов, является /.-вызовом 

(А= 1, л; /* = I, г). Положим: т^пц, • • • ,л։Д /=/„ • • • , 1п), 
|ш|=л.

Размерность вектора / равна п, поскольку для полатання из 

состояния (А;/) в состояние (А;/) за п тагов необходимо поступле­

ние в течение этих п шагов ровно п вызовов. Пара векторов (и; /) 
однозначно задает некоторую последовательность обслуживания п 
вызовов с указанием числа поступлении вызовов за эти п обслужи­
вание, т. е. задает некоторую траекторию. Если внутри каждой тра­
ектории различать типы поступающих вызовов и их порядок поступ­
ления, то траектория распадается на подтраекторнн. Обозначим че-

МЙР —> —> —♦ —♦
рез Р(т-, 1՛) вероятность осуществления траектории (я։;/). Исходя из 
(5), получаем

п
Р п

/-» г ’
)Р(т; /) (В)

Легко видеть, что

Р(т; /) = ₽|
п

л, ЛГ'(О) (7)

где величина С(т; I) есть число возможных пол траекторий траектории 
(л7; 0.

С(/л;/> ограничено сверху, например, числом л1. Тогда из (6)

р| ГЯ]1(Й/?Д;/(5)] = й,1р/1Я„(х) • • • а1п^птп(5) О(т, I) (8)

где О й(т\ () «I.

Перейдем к вычислению асимптотики "’/«(Л; $)
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М*; $) = 2£ Р ;11

(-0 • • • <’/,_1?/я_|(5)а/?/тл(5)Л(т; (). (9)

причем в сумме правой стороны (9) содержатся слагаемые

ч' • • • 2 • • • <ъп_1?/я_|о($)а/Ы^х
1.-1 ։„_!-։

— л - — -►
V Р Л;(0)пЛ“(0) С(л, О, . . • , 0; о, (10)

которые и заключают в себе главный член асимптотики ъ1п(/г;$) при 
р

т,—о, что следует из леммы работы (1). При этом получаем 

г'1п(к-, $)=0(&„($)). Если же выполнено а։ 3 ~ ($)=0 (о . ($)), |л|=л, 
11*1 1*1—

то. проглядев заново доказательство, заключаем, что т»|Я(4;^)=0(ря(5)), 
ч. н.т.д.

Введем в рассмотрение событие: С |при условии выхода из сос- 

тояння (4; г) в течение // шагов наблюдалось попадание в состояние 

(0, • )). Положим: ГМ(4; 5) = Р(ЛС). 
р •• ■*

Л е м м а 2. Если т-»0, то ^1я(я; $) О*(/’/я(4; $)).
Доказательство. Пусть С/=|при условии выхода из сос- 

тояння (А; ։) за / шагов не было .катастроф* н через эти / шагов 

Положим:наблюдалось первое попадание п состояние (6; • )| 

^Я(4;*)-Р(С„).
Формула полной вероятности позволяет записать

—> л—I
•$) == 2^ ^1т( $)•

«•1*1

Так как по теореме работы (։) при ч2®0

0(/^т(А:$)), если 1</</п, 
О*(^1т(4,.т)), если I =/<>։, 

то
^Я(Л; 5) = ( V1 5)՜) ОЧ^и(4; 5).

Поскольку первый сомножитель праной части (12) 

из (12) находим ^я(4;5) = О’(/?,я(4;х)), ч. и т. д.

(П)

(12)

конечен, то

Ры(*.5)^
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Используя Леммы 1,2 и равенство $) =?»<„(£;.<)-|֊г||1(/г; $) 
находим

ф/л(Л; 5) - О*(рт1П(<Г.|»ь(4)). ( 13)

Теперь с помощью формул (2),(13) методом математической ин­
дукции доказывается 

* * ֊► /*
Теорема 1. 5) = /МА;5)+о(рн(А; $)), т,-0.
2°. Допустим в рассматриваемых системах длина очереди из 

/ — вызовов не может превосходить л,>0, т. е при наличии в оче­
реди п, /— вызовов новый поступивший I — вызов теряется.

Обозначим через время до первой потери / — вызова, а через 
Ч1 вероятность потери / — вызова раньше остальных на одном п. з. 
П. з., на которо.м произошла первая потеря вызова, называем пос­
ледним.

Если д1.— вероятность потери /—вызова раньше остальных на 
одном п. з. и наличия в момент потери ровно у штук обслуженных 
за последний п. з. вызовов, то д‘= д^+ч1̂  ■ - • .

Будем изучать методом работы (’) асимптотику величины при 
р

т(֊>0. Из теоремы А. Д. Соловьева (*) вытекает в нашем случае
Следствие. ИтР(ч'ъ>х\ **» -<>0,

5,-о

где р„ = а։?1Л+ ... 4-аг₽гл, ₽м= ՛ (/ =- 1Тй

Положим

Ь,с = [е֊'֊ Г(Л;а) = ->!֊-<:?. ...а^.

о

Нетрудно вывести формулу, определяющую д^

Т{р\а)а( у а^/и (А = М-
< Л/Г. /-։

Так как (см. (’))
то положив

получаем

где

<7‘ = а;/+» ^а/А/Яп 
/-1

_ г * *
՛ 5<л;а)’

8(п-,а} — V 7\р:а) (р1=гп1).
ШРт пт

1р|>о

(14)

(15)
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Введем в рассмотрение величину 7<

Л = [и/։1-Ч?|+'-‘։Л 11֊5/(/)р,<Л=|(лН■1)1|-|а-։+‘<а?рч+1. (|6) 
/-1 «-0 /-1

Лемма 3. Если рл/ч-у^+^о, «о?'*/։,

Докпзательст во. Очевидно, что ^4. Далее. по первому 
равенству в (16)

О (/•) *(4֊^) |м.1 • Л|-‘ • 11-^(01^11 -«-ПЛ
7-1 г-о *

<!«.! • (пН 2)1՜’ ’ аГ'+1(Рл։+2^Р1)-0. 
♦ *

Лемма 4. Если рЛ/+։/рл|+1 -0, то

1оказател ьс т во. Из (15) следует, что величина $(й;а) 
конечна. В силу (14)

(?о) ։(7о-^>)~(А)"։(^о-^)^

».Д,Ж<> (V .։/^у ?-$( ''■‘1) ,0. (17)
Ъ-| / л/+2 Ря/+1

откуда 7с^9’о 11 1,0 лемме 3 Ч. И т. д.
Лемма 5. Если рл,+?/!>л|+1-֊О, то (?£)**£?;-0.

Доказательство. Пусть ',т — время обслуживания /п-го по 
счету обслуженного за и. з. вызова, л՛ -момент поступления т-го 
/ - вызова внутри п. з. (если вызов, с которого начален и. з., есть 
I - вызов, то он не учитывается при нумерации х^).

Допустим 4-ым (4>1) поступил /-вызов. Он должен был посту­
пить в течение обслуживания первых 4—1 обслуженных вызовов. 
Вероятность тою. что 4-ым обслуживается 4,-вызов (4=1, п֊Н), за 
длительность обслуживания первых л֊М вызовов поступило не менее 
П1-4-2 /-вызовов, вследствие чего произошла потеря /-вызова, не пре­
восходит интеграла

I * ... * в

где • —знак свертки. Следовательно.

^«<44 • • • 4-Ч-Ы1 '

С другой стороны, 

' ՛ 4- ',«н-||>7։'4-0} 4- •

<«+ (/)|,

Л
V 0>Ду(/) . (18)
-1 е

(19)
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Правая сторона (18) оценена сверху в лемме 2 работы (։), где 

следует положить: л=л,-Н; G(t) ==Д ».k = at (Л=1, л7+Т).

Из формул (17)—(19) вытекает (^)-1£ ч'^О, ч. и т. д.
*>1

Теорема 2. _ Jim Р = е~\ л^О.
1-*0

Доказательство. I ак как р։^р„/+2/р/,։+| -0։ то р։-* 0 и имеет 
место следствие. Из доказанных лемм 3. 4, 5 следует, что при 
Р^+а/Ря,-*-։—О имеет место д - Л, ч. и т. д.

Вычислительный центр Академии наук Армянской ССР и
Ереванского государственного университета4

Ь Ա. ԴԱՆԻԵԷ9ԱՆ
Afr|Gr|/ տիպի սիստեմների ասիմսյտուււիկ քւԽոազււտ ււմ «արազ » 

սպասարկման qLii|fiiu/

Դիտարկվում է
—♦ •
^Ն|Գ1 I տիպի ղանդվածա յին սպասարկման սիստեմ •

Հ^րթի երկարության »էեկտորներր դի տարկվում են պահանջների 
սպաս արկման ավարտի մոմենտներին է Այդ պահանջների տիպի համարներս 
կզված են հերթի երկարության վեկտորներին և կազմում են նոր վեկտորներ» 
ենթադրվում է, որ այդ վեկտորներր կազմում են Հասարակ մարկովյան 
շղթա»

Հերթի երկարության րայ/սման աս իմ պ տ ո տ իկա յի հիման վրա սարադ*
В

պաս/սրկման դեպ յւո» մ Я/г|Ог|1|сю սիստեմների համ ար հաջողվել է դՍւնեչ

մինչև ի =• (/?1։ . , /ւք) տիպի I = 1, ք) հերթին ս ոաջին անդամ
հ ասնելու ժ ամանակի մոմենտի ասիմպտոիկ րաշխումր»

Պահունքի աոաջին կորուստի նորմավորված ժամանակի մոմենտի հա^
► —

մար տիպի սիստեմներս» մ էարազ^
դո» դված է մի սահմանային թեորեմ»

սպասարկման դեպՀտւմ ապա»

ЛИ I е р Д т У Р А — Դ Ր Ա հ U Ն fl !• I* Տ Ո !• Ն
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