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УДК 539 376 ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИС. Е. Мирзоян
О построении функций влияния для кусочно неоднородно 

наследственно-стареющен полуплоскости(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X, Арутюняном 26/У1 1976)
Построение функции влияния для полуплоскостн-опредсление пе­

ремещении ее граничных точек от единичных сосредоточенных верти­
кальных и горизонтальных сил. в рамках теории ползучести наследст­
венно стареющих сред (’), когда возраст материала не зависит от про­
странственных координат, можно осуществить обычными методами ре­
шения известной задачи Фламана из теории упругости (2). Когда же 
возраст материала полуплоскости зависит от пространственных коорди­
нат. даже о виде простейших функций, решение соответствующей 
задачи Фламана требует преодоления значительных трудностей матема­
тического характера.

В настоящей работе на основе определяющих реологических урав­
нении теории ползучести неоднородно наследственно-стареющен среды 
Р) рассматривается задача равновесия упруго-ползучей кусочно неод­
нородной полуплоскости, состоящей из двух полос, возрасты материала 
которых различны. В результате строятся функции влияния —перемеще­
ния граничных точек такой полуплоскости от единичных вертикальных 
и горизонтальных сосредоточенных сил. приложенных на ее границе.

I Пусть деформируемая полуплоскость, механическое поведение 
которой описывается реологическими уравнениями теории ползучести 
наследственно-стареющнх сред, состоит из полосы ширины Н и полосы 
в виде полуплоскости. Предполагается» что фиэнко-механическнс харак­
теристики этих полос различные, которые в дальнейшем будут отмечены 
индексами I и 2 соответственно. Пусть далее, такая полуплоскость на 
своей границе в момент времени нагружена вертикальной со­

средоточенной силой где Р(/)—произвольная функция от
времени, а 2(х)—известная дельта-функция Дирака (рис. 1).

В случае плоской деформации основные реологические уравнения — 
связь между напряжениями и деформациями будут (л).
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■?<'*֊ --зд ’ ֊.||^>->7<’^"(')|Л'(^ + р/. - + р/)։/г.

3^Ч0 — ) ('
֊—ё](7Г------ .1 1<’г‘(^-*7Ч'^)1^^4֊рл-+р/)л. (1.1)

ч

Т"}(0 = 2(1 + '/)
^(0 
3(0 *+р/)^ (/=1. 2).

Р(03се;

УЛ

Рис. I
Здесь Е, (/) —модули упруго-мгновенной деформации, /— момент 
текущего времени, р/='/—-0. а ту—возрасты материалов полос 
(/=1.2).

Ыт+С('՛ ” I- (12)

где

мера ползучести, ?(■։)—известная функция, определяющая процесс 
старения материала (*)-

Отметим, что при выводе соотношений (1.1) принято условие

(0=*/ =соп$1, (1.3)

где коэффициент поперечного расширения при деформа­
циях ползучести, а /, (г) коэффициент поперечного расширения при 
упруго-мгновенных деформациях. Как известно (։), это равенство 
при линейной зависимости между напряжениями и деформациями 
приводит к равенству между упруго - мгновенными напряжениями, 
вызванными поверхностными силами, и соответствующими напряже­
ниями, вычисленными с учетом ползучести.

Обозначив через а/(л՛, у, г) и т>/(л, у,1) (/=1,2) компоненты 
перемещений в полосах при упруго ■ мгновенной деформации по на­
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правлению Од՜ и Оу соответственно, а через и](х, у, О н 1'"(х,у,() 
(/=1,2) те же величины при деформации ползучести, из (1.1) нахо­
дим. что между ними существует зависимость вида:

г
«;(о=«/•(/)֊ С м/ож//, т)л

I

г»;(П=®//)- г/(-)Л7/, -)г/т (/=1, 2), (1.4)

где
(/№+Р/ , -4-р/ ) (7=1.2).

Для решения поставленной задачи, сначала рассмотрим соответ­
ствующие упруго - мгновенные задачи для полос в отдельности. 
С этой целью заметим, что для первой полосы должны удовлетво­
ряться уравнения Ляме по пространственным координатам

(1.5)

при граничных условиях

^’(О/у-о = = -Р(0?(х). 

у-0

^>(')|у-о = Н = 0.
у-0

а для полуплоскости—те же самые уравнения Ляме

= О

при условиях о^/). -^։(0. «<,?(/)-*0 при л{+у?-<х> 
Здесь

(1.6)

(1.7)

(1.8)

Д = —4-— = Н =^1+^У. (1
с/у* Ох1 ’ ду\ 0х\' ’ дх ду ’ 1 дхх ду1

Введем в рассмотрение образы Фурье но координате х 
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Л|иЯ = И/, F\vtI = vt, F|ej = Н/, 

F|a</»|=;o>, F|^»| =?(/;. (/=1,2).

Применяя к уравнениям (1.5), (1.7). граничным условиям (1.6) 
и условиям (1.8) преобразование Фурье, после некоторых выкладок 
получаем для первой полосы

9։($, у, f) = 4(s, /)е'*։у4 B(s, Л«~1Ф,

М1 “ М։(5. t)+iPiyA(s, /)slgns|d,i>4-(^։($, t)-ipxyB(s. Г) sign sje-i'ir, 

(1-10) 
vi=M«(s, f)—ptyA(s, 0k|Jiy+|5,(s. t)—piVB(s,

а для полуплоскости будем иметь

W։(s, у„ f) = F(s.

//,-[£>,($. /)4-/p,y։F(s, t) sign s|ew*>, (1.11)

v։ = (D։(s, t)-ptytF(s, /)]e|։iy>,
где

(/==1,2), s—параметр преобразования

Фурье.
Из соотношений (1.9) имеем

ё։ = ~’֊/™։, (112)
1 4у 3 ^У1

Далее удовлетворяя граничным условиям и учитывая (1.12). после 
некоторых выкладок для первой полосы находим

u^s.-H, t)=
i

2s
a՝A(s, z)-f֊a։fl(s, /)+

P(t) 
2p,

(<?» +e֊*)|.

О“-г1|М(5.О4-а4^.Л+֊у^-(«‘ e *’]• (ЫЭ)
2|s|L J

<,"(s. a,A(s, t)-<itB(s, t)-------J- (e*+*՜*).
У Ш

^•(5,-/7./) -/signs 0,4(5,/)—atB(5,n— w(f.

н для полуплоскости
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«,(5,0,/) =£>,($,/). С'։(5,0,/) = £)5(5, /)

^(З.О.П (1+2/>,)|$|Р։(М)-|֊ЫЭ։(5 /)

где

*

Ч’’ли. °- '> =- ,!1,^еГ (։ +2р։)^£>։(5, л 4-ия.н. 0.
I 1

(1.14)

<'։=(Р։+ 1 —2р1(1)е-ь-тр1ек, а,=р։г֊* + (р։+ 1+2р,А)<?*, 

а, “ (М֊ 1 +2р,А)г-*+р,Л а, = (2р։Л-р։-1 )ек-р1е֊(е,
(1.15)

= Н1Р11 (14-2Л)е”*—И|. л, = ։чР1(е_*+(2А—1 )е*|.

Д1 = нР։|(1֊2*)е-*-е*|. «. = и։А1(1+2*)^֊е-*|, * = И« Н

Имея в виду соотношения (1.4) и приравнивая на линии соединения 
полос напряжения и перемещения с учетом ползучести, после ис­
ключения коэффициентов £),($,/) и £>,($,/) для определения неиз­
вестных .4(5,/) в /3(5,/) получаем систему интегральных уравнений 
Вольтерра второго рода:

(а։+а,)Л(5,/)-|-(а։4-а4)5(5. /) +4X1-
Р#1

(л,+а,)£(5, /)—(а։4-а,)Д(5. /)

— | [(«։+а։М(5,т)+(л,+а,)В(5,х)|^(/,-)</-—

-(М-а?Л(5, ')1Л’։(/, -֊ Р(/)-
Н։ I Д

Р(-/)
Р^зг

(1.16)

(а,-а։)Д($,/)+(«,-а։|£(5, /)+- |(о։ а,)Д(5,/)-(д,֊«.)/3(5,/)| 
1‘»

I
<\)в($,-.))/<,(/,-.)^-— |

I
(а.֊а,)В(х, ■:))/<,(/, т)Л

к

14 Р(х)А'։(.
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Для получения более простых результатов в дальнейшем, при­
мем, что упругие постоянные для материалов полосы и полуплос­
кости равны, т. е.

Pi=Pi֊P< f։(i)=^(/) = £—const, т։=7,=i

Тогда систему (1.16) можно преобразовать к одному интеграль­
ному уравнению следующего вида:

2(2p4֊Dz(«. Л+/ l/nA'.tZ, -:)+лЛГ,(С-)|х(5,-)^ » Цз. <). (1.17)

где
Z(«. <) =a-A(S, о + ?fl(s, /). т = — 2(2/7 4- |)-л,

£(s,/) = ?/։(^n4-«|/l(Z)-2V»U. О].
f

/1(г) = -2£±1р(/) + ± [/c։l/.,) + ^±2/c։(t-) U ri,i8)
Pi1 I* J p I

/
Л («, <) = ֊ (‘р(-)|/С։(С т)֊Л'։(Г, Т)|*

а и 3—некоторые величины от х.
Здесь п корень квадратного уравнения

л«-2|4Л։ре--* 4-(2р4-1)(е՜2* - 1)| л 4-4р(е-а- 1)Х
Х|4Л։ре֊2> + (р4-1)(г-2*-1))-16*։ре-"(1 4֊/7«-")=0, (1.19)

а отношение Л=а/Э — квадратного уравнения
4А( 1 ֊ ре֊-‘)А* ■Ь2|4Л‘ре-«4֊е-1>- 1]Л-4*де֊’»=0. (1.20)

2. Можно показать, что решение интегрального уравнения (I 1<) 
эквивалентно решению дифференциального уравнения второго по­
рядка с переменными коэффициентами при известных начальных 
условиях, решение которого будет даваться формулой (’)

л I 'И _|У,,
21‘2р + ։ >

I
х Се-М'ЛМт—

2(2р4-1).)

4-’|/,(г)֊2АЛ(з. ■г))|е*"’Ь'(*. «)—71^» (21)
где

7)(5, /) “ I Л*(®» ’)^Т»

-----!----- е ’։<'• ’ d'֊ ( %(») ф 
2(24-1)----------------- .՛
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Л (v- /)==n .? . .1 l2(2/H-1)- m£?l(f)—л£*(Л|. 2(2/>+1)

После этого можно записать перемещение граничных точек 
кусочно ■ неоднородной упруго - ползучей полуплоскости. Останавли­
ваясь на том частном случае, когда т0), где /7(0—из­
вестная единичная функция Хевисайда, будем иметь:

О, о — — ՛1+"^—-V- signх- I Ф,и ?Ol v -21 i)e^dst
2f 2~ J

— ЯО

2П 1 1 ^2<2^
г<(х, 0. П = -■ - J In — — — Ф,($, т0,

|*| 2« J

где

Ф։(5'П=Г7Г—П e-’*(f։(^)֊
4s(A։ — Л,) р

֊<г։(-о))(1֊2ЛЛ։)(1֊Л.)+ ( »։(т0)

е Ф>(*о))(1
I 

4s(h—ht)

-2/?/Ч)(1-/!։)+Л1(х0)-1Ъ(-;О)У։(1-Л|)
\ р /

t
I е-т^9^(1^у

*•

t

-?։(’0))(1-24Л։(1+й։) +(?1(г0) +£±2Т։(-в)) (1 +Л։)Л։р(‘е-’>»<~’Л-

..J ( K(s. то) - Il АМ 1 + л,)й։ + e-»*(?։(t0) -4|5|(Л| —А,) | р

֊?։(-оН(1֊2*л։)(1-ьл1)+Л։(.о) +£±l?։ho)(i + л,)//, 
X Р

•»j/( s, 11 ---------------
2(2/»+1)

12(2/»4-1)—m/£<p,(t)—яу/:<р։(1)|rf-.

Л։ —корни квадратного уравнения (1.20), nt —корни квадратного 
уравнения (1.19) a mf =»-2(2/?+1)— п> (/ = 1,2).

36



Аналогичный вид имеют выражения перемещений граничных 
точек кусочно • неоднородной полуплоскости в случае единичной 
сосредоточенной горизонтальной силы, приложенной к ее границе в 
момент времени

Автор искренне признателен Н. X. Арутюняну за постановку за­
дачи и руководство работой.

Ереванский государственный университет
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Կտոր ши կտոր անհամաււԼո (1արւաքւղակսւնոր Լն ծերացող կիսանար|»п*рյան 
համար աղղԼցուբյան ֆունկցիայի կառուցման մասին

1/շիւա տանրում րքիտարկվում է կտոր աո կտոր անհամասեո ժաոանզա- 
կան որ են ծերացող կի и ահ ա րթ и ւք1 յան հ ավաս արա կշո ու թ յուն ր, որր րաղկա֊ 
ցած է տարրեր Հասակներ ունեցող երկու շերտերիցւ

եէնղրի լուծումր րերվում է Վպտերայի երկրորղ սեոի ինտեղրաւ Հավա- 
սարումների սիստեմի լուծ մանր ւ Վեր չինիս հիման վրա ստացված են կիսա֊ 
Հարթոլթ քան եզրագծի կետերի տեղափոխովի յուններր միավոր կենտրոնաց­

ված Նորմալ և հորիզոնական ուժերից»
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