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1. Пусть в одноканальную систему обслуживания поступают г 
независимых пуассоновских потока вызовов. Параметр /-го потока 
(1=\.г) равен а(>0. Длительности обслуживания независимы между 
собой и не зависят от процесса поступления. Длительности обслужи
вания вызовов /-го потока (/-вызовов) имеют функцию распреде
ления (ф. р.) Я|(0)=0.

Рассматривается система с ожиданием.
Мы ограничимся рассмотрением класса систем обслуживания без 

прерывания уже начатого обслуживания, у которых случайные векто
ра ... ։^;/). где —число /-вызовов, оставшихся в сис
теме после окончания обслуживания л-го вызова, являющегося /- 
вызовом, образуют простую цепь Маркова.

Пусть 4-... 4- йг= 1 н ^ — случайная длительность обслужи
вания /-вызова. Случайная величина -ц равна с вероятностью а<.

Нас интересует асимптотическое распределение длины очереди 
указанного класса систем в случае .быстрого* обслуживания; т. е.

Г
когда при любом />0 V а,В, (I)-* 1 Это условие эквивалентно как 

1-1

условию 3/ (у) -+ 1. где = 4В1(() (Рет 0), так и уело-
I-1 

р
вию т) — 0.

Методы исследования систем надёжности и массового обслужи
вания в случае .быстрого* обслуживания разработаны А. Д. Соловьё
вым (*).

2... Пусть р‘п (А; Л — вероятность того, что л-ый обслуженный 

вызов является /—вызовом, после себя оставляет очередь типа А = 
...АД а момент окончания обслуживания л-го вызова не пре

восходит /. (А<—число /-вызовов).
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Введем обозначения (Ре 5 > О; /=!,/■; л >-0)

(Л; 5)=[г" (1р,'п (Л. /); />„(*; $) = 2 р,п ( *; л); 
о ■ I -Як ‘

(1)

Ам (4)в(е |1-Я(х)|г/л; ?м (у)-(е-.н И* £_</Д((х).
ъ л* о л!

При целых п 1

?4$ + 1) == Ы*) = 1 - (« 4- 1) Ь,о(5),
(2)

= ։ (*) — («+ I) М$).
откуда

М*)-(*+1)-՛ (*+1ГЯ֊£(5+1)'-" м*)) (3)
/-0 I

Полезна также следующая форма записи (3), непосредственно 
вытекающая из вероятностных соображений (л^1)

*М-|(5) = 1 М$) * (*+ О'՜"- (4)

Из (2) имеем

֊-----М£^ = *го(5)>(5+1)м$)>։,։>и+ 1)Л дм (з) >... (5)

Нетрудно доказать на основе (5), что л։?м(5)-»0.
3. Л е м м а. Пусть п, с, А։.......... кс — целые числа; А, 4-... 4֊ кс = л и

а<₽м«1 ($) = О(а;?/л«|($)).
Тогда
а) при любом ) (у=1,г), неотрицательных А,........к( и п՜^. I

11111 'Ми-! ($) • ♦ • ‘ ^>г л
1> ----------------- б------- —?----------- -- ----------------- = О;

Ч*0 Нд"«1(5) Л/я

б) при любом ՛! (у=1,г), положительных *։, .. ., Лс и п > 1

11111 ?1|»1 + 1 (5) ... ?1Г_| *,_!♦! ($) • Ь1еис (8) Л/,...а/г л
•,-и Ь1я„ (8) а1я

(6)

(7)

(«)

Здесь 11.......... /е, /я —•!,/".
Доказательство. Докажем утверждение а) При фиксирован

ном 5^0
|’е "х</| £д( В1(х)

О(/. 8) - -----------
। е~‘ж х </! В։(х)

Ь I

является ф. р. . Следовательно. р*(8) = |’ /*-• д1 О((, 5) (А>1; 8 5*0)

4



служит (4 — 1)-ым моментом для ф. р. б(/, 5) и

Р* (•’)
Р։(«)

(Л > 1; s > I),

Г
где обозначено p*(s) — 2«/?/л(^—1). 

/-։

(9)

К моментам р^(х) применим неравенство моментов

Р*(+' (5) [₽»+! (з)!*'"* _ (*/>0; 4=1. с)
и перемножим полученные выражения: р*1+։ ($).. .р*,.+1 ($) . ря+1 (։).
Следовательно, имея в виду (9), находим (л > 1)

p*1 + l(S)..,pAf+l($) («4-1)!
Pn + l(S)

(Ю)

Подставим в (10) значения р»։+։ (я). В получаемом выражении, 
вследствие неотрицательности слагаемых и (10), каждое из слагаемых 
стремится к нулю, что и т. д.

Для доказательства утверждения б) аналогично (7) устанавлива
ется

Ilin 
р b<nn(s)

В числитель левой части последнего выражения подставляем 
вместо £/,*,($),..*/,_,£<•-։($) их значения по (4)

1Ип РодР<Г,|4,,(Д) а1։ ...а,г

л-Т+> Л֊1-*»֊1+։ ,'0 а<„

и в виду неотрицательности слагаемых получаем (8).
Фактически мы доказали большее, чем требовалось. Лемма до

казана не только при Л։ 4- ... 4- кс = п, но и прн Л։ + ... 4- 4е > л.
4. Положим

֊>

Т(Л; а) =а**... (И)

Обозначим через г>я период занятости, за который обслужено 
не менее п вызовов.

Пусть Р (А; я) («> + ... + «г в « — I) ~ вероятность того, что за 
длительность обслуживания первого обслуженного за вызова из 
поступивших (А։ + «|) I-вызовов.........(Аг4-аг) г-вызовов к числу
следующих обслуженных за н —1 штук вызовов относятся I- 
иызовов........аг г-вызовов. при условии, что за длительность обслу-

•>
живвния первого вызова поступило |А| -|- п — 1 штук вызовов.

Очевидно, что условная вероятность Р (А; □) однозначно опре
деляется дисциплиной обслуживания.

[P1 (s)j‘֊։ - 0.

<h։... aic

», >0



1'
Теорема. При т,֊ 0 вероятность р1п (Л; з)

Рм(*, 5) = (I 4- 5)-" («) Г(£;

+ V (14֊ р^-, ($)^<Т(Л т«/ а) Р( *; «;)
1-1

представима в виде

(14-0(1)). (12)

Здесь ау=(а,/։.... аг/); ату > 0; т = 1 ,г; т^1; а,у > 1; 
_

) = ‘2т и суммирование производится по всем чу, для которых 

|з?| = / —1. Индекс I справа от I указывает на зависимость суммы 
от I.

. Г -
До к азате л ьст во. а) Выясним порядок функции А։(0;5)=^м(0;х)

I- 1

при ■пСО, где 0 = (0,... ,0). Воспользуемся приемом введе
ния дополнительного события (*). Пусть Ф (г, 5)— вероятность того, 
что за период занятости нет .катастроф* н обслужены лишь красные 
вызовы. Известно (*)

Ф(г, «)=г2а»^<5 4֊ 1 — Ф(г, 5)). (13)
/- I

Имеет место соотношение
- л-1

р„( 0; х) = (54-1)՜' -(л, $)4-($4-1)-։5} -(/, «) к(« — Л 5)4- • •. 4- 
<»1

(54-1) "к(1. 5)|«

где г. (п, в) — вероятность того, что за период занятости 
нет .катастроф* и обслужено ровно п штук вызовов. Так 
как Х-(л, 5)у"вФ(У. $). то л> I

2>л(0;5)у"-—֊— (1у1<1; ₽е*>0). (14)
л>» 54-1—Ф(у,$)

Из формул (13), (14) путем несложных преобразований находим 
разложение

2 Рп( 0; 5)у"=| 1-0(1)II (-2- 
л>1 л>1\5 4- 1

Р
Следовательно, при т/—о
Рп(0; 5)*=(«4-1)-я(1 0(1) (|?е$ -0, л 5= 1) (15)

б| Обозначим через д*я (Л; /) вероятность того, что л-ым обслужи- 

вается / — вызов; оставляет после себя очередь типа А’=(^м>... Лг); 
момент окончания обслуживания этого / - вызова нс превосходит /; 
первый период занятости не закончился.
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11оложиМ

?»<•(*’, з) = | е *• 4, (А; /).
о

_ -к
Очевидны соотношения (/=|/. |А|>0; л>|; Рез>0)

р.|(*; 5) = 5).
(16)

Рт^-, я =/7/л(А; $) -1֊
л-1 — -
1 /’/(0; «) 7.Л-/ (А; 5). 
/- ։

н) Найдём удобные для нас выражения, определяющие (А; л). Со
бытия 4^(5) и В,/ определяются внутри отдельно взятого периода 

занятости - ,(/ = !,«; » = 1,г. т >. 01. А”(з) — событие, заключающееся 
в том, что у-ым обслуживается вызов, за длительность обслуживания 
которого поступило т штук вызовов и не наступали „катастрофы*.

событие, заключающееся в том, что у-ым обслуживается ։- 
вызов.

Поскольку

Д(в|/У д;/(5) [=?*,«, (5).

(Р(А/В)—условная вероятность события Л при условии осутестале- 
0

ния события В и П = (достоверное событие)), то по формуле полной

вероятности

р|л,(в'/М7(^)|=П1^|51/։/л' (5). (17)

Пусть А-ый поступивший за *>„, отсчитываемый в порядке пос
тупления вызов (учитывается и тот. с которого начался период заня
тости п.„), является рь—вызовом (А>1; РА=|,г),

Положим ш = (/п։,... т„), |«| = /л։ + ... + тп- Р = (Рх.......
^|т|+|)- Пусть Му—число вызовов, поступивших за время обслужива
ния /-го вызова.

Пара векторов (/л; р) однозначно задает последовательность по
ступлений вызовов с указанием числа поступлений за времена об
служивании первых п обслуженных внутри к>а вызовов, т. е. задает 
некоторый путь.

Пусть Р(м; р) — вероятность пути (от; /?). а Г(м; п) - мио- 
жестпо всех путей.

На основании (17) получаем (л и т фиксированы)



где суммирование производится по некоторому подмножеству Г։(т; I), 

/- (ц....... /я), (всех допустимых путей) множества Г(т;л).
Так как для каждого допустимого пути

и II <ъ/ содержится как сомножитель второго сомножители правой 
I- 1

стороны последнего равенства, то
/Ил։ Л?/(*))[= О. (19) 

где й(т, () не превосходит мощности множества Г։(/л; ').

г) Перейдем непосредственно к асимптотике ?<я(А;у). Если /?(А>’;л) = 

иГ։(/п: /), где объединение множеств производится по таким (т; 7), 

что |т| = |Л|4-л-1, то нз (19) имеем

4<п ։^"՜.5) =($)••• а<я_ |Р'Я ։«я_|($)а1 ($) ’ ։) —77՜՛

В (20) суммируем по всем путям из /?(Л;л). Заметим, что при фик

сированных л и к мощность Ф(Л;л) множества /?(А;л) конечна.
В частности, из (18) (л>1)

V... V Р|вмЛ1«-1*-‘(*) П&,/Л“(д) =
"1 'л-1֊։ I /-։ 1 ’

(21)
— V ₽МтЬ<,-1 (5) М^). - • Р'-.’ («)?<’ (5)£ (А; а) т (А а).

Здесь в последовательности /։...... I 1 встречается а։ раз,.... г
раз. Сомножители в сумме правой части (20) вида у

которых ту = 0 имеют порядок а1} + о = 1Гй? /„ =/; 1։ — 1~).
Возьмем произвольное слагаемое правой части (20) без сомно-

֊> «•
жителей /) н таких (21^1^1/ (5), у которых /лу = О. Тогда на ос- 

р
нонании пункта а) леммы при выполнении (6) и 1)-»0 имеем

?'/•/ (5) = °( . . . «// н-1 ($)» (22)

гд^ р— |։ /; л; /л14-...4-т/■в|£|4-л* |։ причем для удобстиа запн- 
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II перенумерацией индексов достигается /п/>0 (/= i./j, /л,=и 

(/ = /4-1. л).
р

Следовательно, при г. -0 главный член асимптотики (20) содер
жится в слагаемых вида

«е
а/|?/ц*1+л-։(5> ' %_|?1,_|о(*1в|ЫЛ£И|Л|4-л— 1, О, 0;

Л. ■ • »» /я-|, /), 
Наконец, вспоминая (21), (22) заключаем («>!)

<?/«( A;s)-=(s I)՜՛ |»i»i я-։(^)^ПА4֊«: а) А*: »>։ 1 0(D) (ч-»0), (23) 

Индекс i справа от v призван указать зависимость суммы от i 

В правой части (23) суммирование производится по всем ։ = (^„. л д 

«/»0; /=1,г; /#•/; <*, >1 а։4-...4-аЛ» п -1.

Далее (|А|>0; Res >0 / = 17)

</н (*;«) = ( М-1 )“‘<«< ?н»։ 7'(А;«). (24,

д) Собрав воедино (И), (16), (23), (24), убеждаемся в справедливости 
теоремы в случае

а/ =^։ppi(^B (тг*п)« (25)

Просмотрев наши рассуждения, начиная с доказательства леммы, 
просто заметить, что в случае

₽/lt|(’S)= 0(pi»t(5)) (*}-*). (26)
я*

главный член асимптотики g(g(A;$) (л>1) опять содержится в сла
гаемых вида (21).

Далее, так как функция qti(k. $). возможно, входит в главный
•< -е

член асимптотики р^(4;з), будучи помноженной па рл- i(0;s), то оба 
случая (25) и (26) приводят к одному и тому же результату.

Вычислительный центр Академии наук Армянской ССР и 
Ереванского государственного университета

Լ II. ԳԱՆհԵԷՅԱՆ

I տիպի սիստԼմքւԼրն <uirui(p սպասարկմսւն г11.պ Гոէմ

Հևսրաղոսէէիէւմ Լ քքանւյւք ածայիՆ uiiiuiuui/iI/iIujIi Л! f i^rl I ս*իպի սիս^ 
տեմՆերի րյասր, Հերթի երկարութեան t/եկտորներր ղիտարկվում են պաՀաՆք. 
Ներք, սսրսսարկմ ան տէ^տրտի մոէքենտներինք պէսհանքների տիպի \ա
մտրներր կէրքած եև հերթի երկարու թ յան վեկտորներին էւ կարրք ում են նոր 
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վեկտորներ/ ենթադրվում Լ, որ այդ նոր վեկս/որներր կադմում են հասարակ 
մարկովյան ?դթա/

^անի որ սիս/ոեմների հիմնական րն ո/թ ա դրի չն ե րի ր շատերր միարժեք 
ձևով որոշվում են հերթի երկարության րաշիյմամյՀ ապա աշխատանքի հիմ
նական Նպատակն ( հանդիսանում հերթի երկարութ յան յրաշխման ասիմպ- 
սրոտիկ ուսումնտսիրութ յունր արադ սպասարկման դեպքում/

Հերթի երկարութ յան վերաբերյտյ ապարյույյված թեորեմր արադ //պա֊ 
սարկման դե Այրում թույյ է տայիս հանդեյ մի շարր օդտակւսր հետևանքների/
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