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Настоящая статья посвящена решению основной смешанной тала
ми плоской теории упругости для односвязной области, граница кото
рой имеет угловые точки. Основная смешанная задача для областей с 
гладкой границей решена Д. И. Шерманом ('). В работах (■'•’) рас
смотрены решения основной смешанной задачи для пол)круговой об
ласти.

В приводимом ниже решении, ограничиваясь для простоты случаем, 
когда упругое тело занимает на плоскости конечную облает։., ; редлага- 
ется метод решения основной смешанной задачи для одиоссязной об
ласти с углами, основанный на непосредственном выделении локальных 
решении, возникающих в окрестности угловых точек контура

В работах автора (*-5) этот метод был применен к решению 
плоской задачи теории упругости для односвязных областей с углами 
при заданных на границе напряжениях или смешениях.

1. Пусть конечная односвязная область 5 ограничен.։ кусочно- 
гладким замкнутым контуром А, имеющим т угловых точек а,. 
Положим, что граница области имеет 2тх угловых точек, в которых 
меняются граничные условия, гп2 угловых точек, расположенных на 
участках границы, на которых заданы напряжения, и т3 угловых 
точек, расположенных на участках границы, на которых заданы пе
ремещения (т =2//»։ 4֊ /л։ ֊1֊ тл).

Примем, что па участках А2/_։ = «з/-։ аг/ (/■=։. . ...........не
имеющих общих концов, положительные напряжения которых совпа
дают с положительным направлением обхода контура А, заданы на
пряжения, а на участках А.,; = д_>/а-.7+1, причем, а^т, + |=а։, заданы 
перемещения. Совокупность дуг А2у_։ обозначим через / , а совокуп
ность дуг через А".

Как известно (®), граничные условия задачи записываются так
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?*(') + <?*'(') 4- Г(П=/(/)+С(/) при (1.1)

«■?•(')֊/?•'(') Гй)=А'(О при )££" (1.2)

Здесь

/(<) = / / (Л-„4-/Г„)<*д. при /С/-], ,
°2/ 1

£(/) =2|1(« 4֊ го), при

С(П = С2/֊։ (7 = 1, 2, . . . /п։). (1.3)

Будем полагать, что /(/) и £(1) удовлетворяют условию Гельде- 
ра соответственно на каждом из участков /_2/ , и /.’

На основании (4.5), для выделения локальных решении, возни
кающих в окрестности угловых точек контура, функции ։*(г) и 
Ф*(г) представим в виде

?*(*) = ?(*) 4֊ V <?;(£), 
г I
/л _

'И*) = И*) 4֊2£ С1-4)
/-։

Подставляя (1.4) в (1.1) и (1.2), получаем

__  ___ //I ____ ____
?(') + /?-(') +•?(<) =/(О + С(О-V !?/(/) + (/ «;)?,(<) +’Ь(0|

1 I
при (1-5)

*?(0 *?'(1)-Ь(П = е(П-՝ч |хТ/(/)-(/-ау)?>;(^)-Ф/(/)) 
/ 1

при (1.6)
где

?/(*) = ?1/(^֊«/) 4֊ ?։/(г-Пу),

'?/(?) = 7Л]^~а/) 4- /2у(г-ау). (1.7)

Голоморфные функции <ри-, ^։/-, /,у и /։у образуют комплексную 
бигармоническую функцию Гурса

у) = /1дг-п/) , /27(2 — ау) -]֊ (г֊н/)^1у(г ау) 4֊ (г֊а/)'ру(2 а}).

которая при значениях

/.։/(«-«/) = «/»Дг֊в/)*/+’, /.2У(2֊а/) = ^7(г-и/)х/+1,
?։;(-г—оу) =т/3у(г-Ну)'/, ’й<if{z—ai) = d^|{z—(lf),) и г а} = Г{е1[՝1 (1.8) 

имеет следующее представление в полярных координатах:
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0/) = r^ ‘^lZsin (> j \ 1)9,• + £a/cus(>./+1)0/+ ^/sin (/./ l)9y + 
h^/cos(/./ 1)0/], (|,9)

где
— — 1-^2/. ^a/=7(^/~^4/)» ft</ = ^3> + ^4/ (MO)

/-мнимая единица.
Следуя Вильямсу (’), удовлетворяя с помощью (1.9) однород

ным условиям на прямолинейных сторонах сектора 0/=х/ и &/=?/, об
разованного касательными, проведенными к контур} в точке /// так, 
что угол fy-*/ представлял угол области в рассматриваемой угловой 
точке контура, получаем систему четырех однородных уравнений 
для определения коэффициентов Ьк1 (£=1,2,3,4; / — 1,2,,../?/). Полагая, 
что поведение напряжений и смещении в углово i точке <// совпадает 
с поведением этих же величин в окрестности вершины вышеуказан
ного сектора, как это имеет место также при изгибе тонких плит 
(в), комплексное число /./ будем определять как корень с наимень
шей положительной действительной частью характеристического урав
нения, получающегося из условия существования нетривиальных 
решений однородной системы для определения коэффициентов btJ.

Как известно (*), i.j будет корнем одного из уравнений

= '•; sin’ (ру—аД (I.H)

x’sin։'/(fV -։,) = /• sin’ (?>—’/), (1.12)

4/.jsin2 (?/—а,) + 4xsln։/,(p/֊ aj —(х j l)’ = 0 (113)

соответственно, в случаях, когда на сторонах угла заданы 
напряжения, смещении или вершина угла является точкой смены 
граничных условий.

Учитывая, что во всех трех случаях ранг матриц вышеуказан
ных однородных систем равен трем, нетривиальные решения систем 
имеют вид:

£j/—A(1.14) 

Подставляя (1.7) в (1.5) и (1.6), с учетом (1.8), (1.10.) и (1.14), 
получаем 

___ ___ т _
?(/)+ 4+(/)=/(П+С(П-1 М/(0+М/(*)։ при tr֊Lf (1.15)

7-1
___ __ т —

z-f(/) >(') = g(O-У ।^^/(0+£</<“/(01 при 7CZ-' (116)
/- ։

где
21,(0 = (|+ >֊/( 1 +iA'J/)(/-n/)(7-aj)x/-1 +

+ (/«/+D (Аа/ + iXv)(t—atVi,

= ‘Х3)К' ’ +

+ а, + I)(X>i 4- М'р)(Г-п;)Ч

299



2’./(/)«х(1-/Ха7)(/-п/)>7-/у(1 МЛ’зРи— а/)(1 1 -

— ('7 Г 1)(А?/ 4 I!Л։/)(^—Я/)'7,

2ч»,(П = *(1 М'а/)(/-(оГ7֊М14ь^/)(/֊<1/)(/ (//)'/

— ('/4- 1 )(А։/ 4* — <//)'/ (1.17)

Для решения поставленной задачи необходимо определить голо
морфные н 5 функции ?(г) и Ф(г), а также т вообще комплексных 
постоянных А4/ и тх постоянных Са ։ (/=1,2, ... /п։) из граничных 
условий (1.15) и (1.16).

2. Функции <р(г) и ф(*) будем представлять интегралом типа 
Коши с действительной плотностью (*•“).

1Ч(՜)^՜ 

т—г 4՜ /7)։.
/.

/74,

(2.1)

(2.2)

где р,(т) и ^(^-действительные непрерывные функции, имеющие 
интегрируемые производные; О։ и /^-действительные постоянные.

Предельные значения функций ф(г) и ’>(г), определяемые ио 
формулам Сохоцкого-Племеля, на контуре А имеют устранимые раз
рывы в угловых точках Яу. Будем приписывать в точке а1 функциям 
?(/) и >(О предельные значения соответственно функций ?(?) и б(г), 
когда точка г стремится к узлу я/ по дуге А/_| пли А/. Можно пока
зать. что эти предельные значения равны между собой.

Подставляя предельные значения (2.1) и (2,2) в граничные ус
ловия (1.15) и (1.16), предваригсльно переходя в них к комплексно- 
сопряженным значениям, после некоторых преобразований, получаем 
следующее сингулярное интегральное уравнение:

I11 (')//- 

£ £
__  __ т

= 2/(0 2С^)^2((О1-Оа)-2 V !/>'!д7)4при (2.3) 
/и

«!*,(<> - и։(<) - -4 С —Ь
~1 Д ■ -/ "/

£ £

14(-)/Л

____  т _ ____ _ _
= 2^(0 4-2/(хО։4-/Л)-2Х։^/:/(0-1-^“7(0| при (2.4)

Отделяя действительные и мнимые части в (2.3) и (2.4) и, далее, 
выделяя сингулярный оператор в мнимой части, после некоторых 
преобразований получаем
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|Ч(0+|‘>(0-2 , I 1‘։(՜)+|*։(1)|‘/111-^—7-4----- I !֊,(■։) 1,п</-Д- =
՛■ .1 —։ - з ■—։

П1 __
= 2ке[С(0]֊2Ре V при /2.5)

1 Р ~ Г 1 г — “*н(П֊М0֊2^՜ | |хр։(х)֊|1։(՝։)|б/|п^у-— |*։(-) 1т г/=
*4 /

т ______
=2Ре^(/)-2Ке V ^у|:/(0-|֊ш/(;)| при /££" (2.6)

1 Г^-)с1- 1 (* (/- 1 Г Г_-75֊ | -гт7֊ ֊֊ т-] ।(л >н( ‘) + 2։ч( 4 I —? - I [И։(т)_И։(-)](/|п— +
I. г

М-Же։/—-4-2<1т|/(О4-С(/)|-2/(0, —О։> ֊

+ 2/1т ^^,/9/(0-5/101 при (2.7)

— (— = - ֊4 [((«-Он,։’) + 2н.(0| ֊ - 
Тс/ и ' — (

4 4'

֊9^՜ [ Гл111(՜) + ։М‘)к/1пт-=£--^ | __1 4֊

• 2/1гп^(/) — 2/(хП։ + Я։)+2/1т 2 —',/(01 при ^1", (2.8)

где

1‘1(-)-։М') при -С7-' 
у!11(х) + !1։(') при </-

Можно показать, что интегральные операторы, входящие в (2.5) 
и (2.6), являются равностепенно непрерывными функциями от /.
Правые же части (2.7) и (2.8) являются функциями, удовлетворяю
щими условию Но на всей границе А(в).

Таким образом, задача отыскания функции р։(0 и ц։(0 свелась 
к разрывной задаче—решению регулярного интегрального уравнения 
второго рода (2.5) и (2.6) и сингулярного интегрального уравнения 
(2.7) и (2.8). Регуляризация этого уравнения, определение неизвест
ных постоянных С>/_|. А,/, а также доказательство разрешимости 
полученных интегральных уравнений должны стать предметом от
дельного исследования.

Ереванский политехнический институт нм К Маркса
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II. II. ՋԱՐԴԱՐ9ԱՆ
Մի1|սւււի ւս 1ւկ । и ւն (ւ Լ г и ւ| ա|ւրւււ||>|ւ համար ւսոաձ<|ակւսնու թյահ տԼււու[» ււսս 

հարթ հ|ւմնա 1|սւն խաոը |ււնւ|ր|ւ |1ււծւււմլւ

Հողվածում բերված ( առաձգականութ յան տե սության հարթ խնգրի 
լուծումր մ իտկապ, անկյուններով տիրույթի համար, երբ նրա եղրաղծի որոշ 
մասում տրված են տեղափոխություններր, իսկ մնացած մասում լարումն երրւ

Նախապես անջատելով անկյունային կետերում առաջացող տեղական 
լուծոլմներր, խնղիրր բերվում ( երկու ինտեգրալ հավասարումների սիստեմի, 
որոնցից մեկր ռեգուլյար (է իսկ մյասր' սինղուլյարւ Աինղուլյար հավասար- 
ման ռե գուլ (արացումր և ինտեգրալ հավասարումների լո լ ծ ե լ ի ո ւ թ յան ասրս֊ 
գոււցր բերված է աոանձին հողվածում, որբ է*սւջորղում / ներկա յինիսւ
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