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О совершенных графах
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В настоящей работе установлено одно важное свойство о кри
тических множествах и ребрах, которое является обобщением теоре
мы доказанной Байнеке - Харари-Пламмером (’), и с его помощью 
доказана гипотеза Олару (’): если в графе С каждый цикл нечетной 
длины имеет по крайней мере две диагонали, то граф О—совершен
ный. В конце сформулировано утверждение, равносильное гипотезе 
Бе ржа.

Мы будем рассматривать обыкновенные графы.
Пусть О—(Д’, О) некоторый граф, а а(С7). з(О) и ®(О), соответственно, 
число внутренней устойчивости (наибольшее число попарно несмеж
ных вершин), кликоматическое число (наименьшее число клик, пок
рывающих все вершины графа О) и плотность (число вершин наи
большей клики) графа О.

Напомним следующие известные определения.
Граф О имеет 7-покрытие, если з(0)=-(0). Граф О называется совер
шенным, если каждый порожденный подграф графа О имеет «-покры
тие. Нечетной дыркой в графе О назовем простой цикл нечетной 
длины без диагоналей.

Относительно совершенных графов Берж (3) выдвинул следу
ющие две гипотезы:

1) дополнение совершенного графа является совершенным гра
фом;

2) граф (7 совершенный тогда и только тогда, когда ни О, пи 
его дополненное О не содержат нечетных дырок длины > 5.

Ловац (*) доказал, что граф О является совершенным тогда и 
только тогда, когда для любого порожденного подграфа О' графа О.

7(0') ?(0')^(0'),

где (О') число вершин графа (/'.
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Этот результат сильнее первой, ио слабее второй гипотез Бержа. 
Введем следующие определении и обозначения.

Ребро и=(х,у) графа а назовем критическим, если «((7 и)>*(0).
Множество ребер 0" 2՜ 7/ графа 6 назовем критическим, если 
а(С/ и )?><*(('). Реберно-критической компонентной графа (7, называ
ется максимальный подграф // графа (/, в котором для любой пары 
вершин существует цепь, состоящая только из критических ребер.

Пусть I Л֊ 1у^Х/(х, у)£7/|,

ил= и^и1и=(л-, у), у£А'։,

где Л' произвольная вершина графа 6—(Л', и).
Очевидно, что если граф О имеет ։- покрытие, то все его ре

берно-критические компоненты являются полными. 11з справедливо
сти второй гипотезы Бержа непосредственно следует: если граф и 
его дополнение не содержат нечетных дырок длины *5, то его ре- 
берно - критические компоненты являются полными подграфами (•՝). 
. 1егко заметить, что последнее утверждение является более слабой 
гипотезой, чем вторая гипотеза и вполне естественно попробовать 
решить эту гипотезу.

Пусть 5, и 5, произвольные наибольшие внутренне устойчивые 
множества графа 6. Обозначим через О,„ подграф графа 6, порож
денный подмножеством вершин 5։ и 5։, а его компоненты связности 
через (7{2, где /-Э=1. В работе (5) доказана следующая
Л е м м а 1. |6,12Г151| = |6,|2( )5,| Оля любого I > 1.
Лемма 2. Если и СЛ СР-крити
ческое множество графа (/, причем их\\1'г не является критичес
ким множеством, то существуют ребра и,^Ьгз У2 и и&и3 ' че
рез которые проходит нечетная дырка.

Доказательство. Так как критическое множество для (7.
то существует наибольшее внутренне устойчивое множество 5Х(5,), та
кое что 5хи1х) (5,01x5) является внутренне устойчивым множеством 
для графа 6x0" (6хО։). Пусть Г/ = 5/Г|ГЛ., 7=1, 2. Рассмотрим граф 
61.2. Пусть г^Г|, 70, 2. Через 0Ц> обозначим компоненту графа би, 
содержащую вершину г. Докажем, что существует хо0 ։ I, и уо0 г 
такие, что 6'(։, х=6/У»’. Предположим, что не так. Тогда пользуясь
леммой 1, легко убедиться, что

является внутренне устойчивым множеством ։ рафа 6 мощности э(6).
Нз определения 5 следует, что вершина х смежна лишь с вер

шинами Г։П('оП5։.
Пусть г’лГ,= 0. Тогда 51 501x1 будет внутренне устойчивым 

множеством и |5։| |5|, что противоречит выбору 5Х. Если Г.ДГ, А0. 
тогда и\]и2 является критическим множеством графа 6. что проти
воречит условию леммы.
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Так как (7{Чв)֊ 0{ЦЧ то существует простая цепь, соединяющая 
д0 и у0 и состоящая поочередно из вершин множеств 5։ и 5։. Пусть 
С кратчайшая цепь с указанным свойством. Рассмотрим подцепь Со 
цепи С наименьшей длины и такую, что одни конец $։£Г։ Г։, а дру
гой конец *3£Г։ Г։. Цепь Со с ребрами (х, хг), (х, ха), составляет не
четную дырку, что завершает доказательство леммы.

Следствие 1. (Обобщение теоремы Бапиеке, Харари и Плам
мера (’)) Через любые пары смежных критических ребер проходит 
нечетная дырка.

Следствие 2. Если и՝~их, С/1^6/а — минимальные
критические множества 1ля графа 6, то существуют ребра «։£6/։ 6։ 
и ։:3£1 ’ и՝, через которые проходит нечетная дырка.

Следствие 3. Если \, Д72сМх —такие критические мно
жества. что для любых и'с^и՝ и объединение и՛ и О" не
является критическим множеством, то существуют ребра 
и С 1 через которые проходит нечетная дырка.

Лемма 3. Если в грифе (3 все цик »ы нечетные длины именин 
по крайней мере две диагонали и в некотором цикле р нечетным 
длины диагонали выходят только из вершины х, то х смежна 
со всеми вершинами цикла р.

.Лемма легко доказывается по индукции.
Прежде чем перейти к доказательству основной теоремы напом

ним, что граф а называется критически несовершенным, если а(С/)< 
<з((7), по а{(7 ) а(О'), 1ля любого порожденного подграфа О' графа 6 
н заметим, что из теоремы 3.11 работы (’) следует:

Следе твие а. В критически несовершенном графе О, для лю
бой наибольшей клики 9 графа (} существует только одно непересе- 
кающееся с () наибольшее внутренне устойчивое множество.

Следствие б. Для любой вершины х критически несовер
шенного графа О существуют ровно я(б) различных наибольших 
внутренне устойчивых множеств содержащих вершину х.

Теорема I. Граф, каждый цикл нечетный длины которого 
имеет по крайней мере две диагонали, совершенный.

Доказательство. Пусть теорема не верпа. Тогда сущест
вует критически несовершенный граф 6\ удовлетворяющий условиям 
теоремы. Пусть С? некоторая наибольшая клика в графе 6. Тогда 
по следствию а, существует ровно одно наибольшее внутренне ус
тойчивое множество 5. такое, что $Л^=0. Пусть х—произвольная 
вершина из (). Очевидно, что л.р|5’#0. Обозначим через $0 ту 
вершину из множества .V, для которой выполняется равенство

|П„Л <21= шах |ГЛЛ 
։ел’

Ясно, что существует вершина г, принадлежащая С} и не смежная с 
50. Согласно следствию б существует наибольшее внутренне устойчи
вое множество 5' графа О, содержащее вершину г, но не содержа- 
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шее вершину s0. Обозначим через ЛГ rxf|S'. Рассмотрим граф G'. 
который получается из G удалением всех ребер вида (х, у), где 
yCl^V Л$о>] U Н'* И|. Докажем, что a(G') = a(G). Пусть это не՛ так. 
Тогда существует внутренне устойчивое множество S" в графе G', 
такое, что |5"|>а(0). Ясно, что S"f]Q=lxl и s0?S". Но тогда S"՝ !х 
будет наибольшим внутренне устойчивым множеством в графе G, от
личным от S и пепересекающимся с Q, что противоречит следствию а.

Теперь легко заметить, что ребра (х, s0) и (х, г) являются кри
тическими в । рафе G . Согласно следствию I существует нечетная 
дырка р = (х, z, х։, . . х.՛*, х0), проходящая через эти ребра, все
вершины которой, отличные от х, принадлежат множеству SUS'. и 
будет простым циклом нечетной длины в графе С/, диагонали кото
рого выходят только из вершины х. Следовательно, по лемме 3 
вершина х смежна со всеми вершинами цикла р. Легко заметить, что

Но выбору §0 существует вершина у£Г\олр, несмежная с х։. 
Тогда р/ = (у, *, х1։ ... , х։к. <?0) будет простым циклом нечетной 
длины в графе 6, все диагонали которого выходят из вершины у. 
Вновь, согласно лемме 3, вершина у смежна со всеми вершинами 
цикла р', что противоречит выбору у. Полученное противоречие до
казывает теорему.

Следствие (Теорема Олару (а) ). Если каждый простои цикл 
нечетный длины графа 6 имеет по крайней мере пару пересекающихся 
диагоналей, то 0'—совершенный.

Заметим, что если каждый цикл нечетный длины графа (7 имеет 
по крайней мере две диагонали, то 0' удовлетворяет условиям второй 
гипотезы Бержа.

Дадим определение понятия критической компоненты, которое 
является обобщением реберно-критической компоненты, и с его по
мощью сформулируем необходимое и достаточное условие для со
вершенных графов, а также утверждение, равносильное второй гипо
тезе Бержа.

Пару вершин х и у графа С7 назовем критической, если разрез 
Уд, определенный произвольным множеством Д, где х£Д, у~Д 
является критическим. Максимальный подграф, у которого любая па
ра вершин критическая, назовем критической компонентой. Ребро 
и = (х, у) назовем существенным, если при любом а- покрытии х и у 
принадлежат одному и тому же полному подграфу т. е. з(б ы)}>а((7).

Существенной компонентой будем называть максимальный под- 
1 раф у которого любые две вершины связаны цепью, составленной 
из существенных ребер.

Легко доказать следующие теоремы:
Теорема<2. В совершенном графе критические и существен

ные компоненты совпадают.
Гео рема 3. Граф совершенный тогда и только тогда, когда 

критические компоненты любого подграфа полные.
Заметим, что аналогичное утверждение не верно для реберно
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Критических компонент. Из теоремы 3 следует, что вторая гипотеза 
Бсржа равносильна следующему утверждению:

Г.слп граф (/ и его дополнение не содержат нечетных дырок и 
а является критической компонентой, то 67—полный граф.
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II. Ь. ՄԱՐԿՈ113ԱՆ, Ի. IL ԿԱՐ11Պ1մՅԱՆ

4ւսпниՐ|шI զրաֆքւերփ «հափնG = (A, Լ ) и nt/ Пр ական ղրաւի է, Կամտսրս-
տասի/անարար , (] ղրաւիի ներքին կայունու[ ամ ենամե ծ թվit Iif fit լ у աո 
պսպդ իրար ոչ կի у ւյտղաթների քանակը) ե ծածկա լթ ի ((] ւյրաֆ^ 11п1пГ
ղաղաթնե րր ծածկող աէք են ա էի ft քր //'/’У են թ աղ րաւինե ր ի րոէնակր)
թվերն ենէ նաւենր) որ (յ ղրտֆն անի J - J ա ծ կ tn (թ , ե թ ե “) ( (/ | = 0 ( (у ) • (/ ղրա- 
•իր կոչվում Լ կոէէււոէ ր լո» լ , եթե (յ ղրսմիի էտ րաքանչյա ր ծնված են թ աղրաֆ 
անի 1*ծածկայթք

ղվածոււք րա րահ տ յտվ ա ծ են կրիա իկա կան ր ա ղմ ո ւ ք1 յո էՆՆ ե ր ի ե կոդերի 
քք ի րանի կարևոր հատկություններ, որոնք հան ղիսանոււք ե\է /• ա յն ե կե - հհս ր ա - 
/'/** ^"Ղ^Ւտ ասյացուցված թեորեմի րնդհանրացումնևր և որոնց
օղնությամր ասրսցուցւ[տծ է Օլարոէ/ւ հիէղոթեւլրւ

Եթե (յ էքքւաֆի կենտ 1։ւէկւսրւ>էթ յա<( ր յրւ ւ րսւ քան չյ ո էր !)1'կ( ունի ա ոն»/ ա է/ն 
երկու անկյունատեր, աււյա այն կատարյս)/ է։ Հողվածի վերջոս! ձևակերպված 
Լ ՕերՍի երկրորղ հիսյոթեղին հաւքարւ/եր սյնղումւ
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