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Хпршманом и Уи.ддером (') получено комплексное обращение 
преобразования типа свертки

/(л-) = ^0(л- 0Ф(/)^ 
— □О (1.1)

ядер (7(0. у которых двусторонним преобразованием Лапласа являет
ся функция 1/А'(г), где Л\г) — целая функция вила

- О к /
£(*) = П (1- 4|. о<«, ..........т — =2>0. (1.2)

* ֊ 1 \ (1к / *֊*•

В настоящей статье устанавливается комплексное обращение 
преобразования (1.1) ядер О'(/), для которых одностороннее обоб
щенное преобразование Лапласа

- 1<а<0. (1.3)
о

есть функция где Е(г) — целая функция экспоненциального
типа, не имеющая на мнимой оси нулей и удовлетворяющая условию

Пт 1пЖХ)1 =«>0. (1.4)
|у|-«с у

Известно (2), что в классе интегрируемых на (0, оо) функций с ве
сом 1<а^0, 0(и) из (1.3) определяется следующим образом:

0(и) =
յ_ (ք ք,(1էս;1+«) է,ճէ է_. ? £,(-ւ,էսլ1+«) է.ա

2*0 յ £(«) .1 Е(-Н)
О о

0

при ս>0
(1.5) 

при «<Հ0
где ճ։(շ; 1 4-а) — функция типа Миттаг-Лефлера.
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R конце статьи для более узкого класса ядер мы даем обраще
ние преобразования (1.1) при помощи разложении Фурье Аппеля.

11ри решении поставленной задачи нами использованы метод 
Хиршманн и Уиддера и аппарат опернтора Римана Лиувилля. При
ведем некоторые определения, используемые в дальнейшем. Все эти 
понятия можно найти в работе (’).

Определение. Пусть/(х)—произвольная функция из класса 
/ДО./), (0</<оо). Интегралом от /(х) порядка з(0<а<о©) в смысле 
Римана —Лиувилля с началом в точке х = 0 принято называть функ
цию

X
О,-'Кх} = О֊’/(х) = ~ (х-О-'ЛВЛ х£(0, /I.

Г(«) 3

В частном случае при

/(х) = х*
Г(1 Л)

имеем

Определение. Пусть а(О<а<Лх>)» и целое число р ?1 опре
деляется из условия р—а /(х)££(0, /) и функция

Г) 
(1хр֊х |

почти всюду па (0,/) имеет производную (не обязательно суммиру
емую на (0,/)). Тогда функция

к (1Р£>7И = —ах>

называется производной порядка а^>0 от функции /(х) с началом в 
точке х = 0.

Имеют место соотношения

гк ] г»-«
Г(1+*)| — Г(1+Л-а)

РвО֊’/(х) =/(х)

почти для всех х£((),/).
Заметим, что если /(?) аналитическая функция па некотором

круге |г|<7? и

/(г) - 11 п 2П
ГоГ(1-И)
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то

r~’D-°/(rek) ~G,f(re^). /. Г(1+&) |
Г(1 ЬЛ-Н) I

(1.6)

где применение оператора G* понимается в еле гующем смысле:

1 1՜__ rkeik- = V __ —____ zk (17)
Г(Ц-Л-Ьа) £оГ(1+А+«)

Очевидно, что оператор G, аддитивен и однороден и

(1.8)

где Ох/—/. Мы в дальнейшем будем пользоваться обоими символами 
в одном и том же смысле. Очевидно также, что если /(г) аналитич
на в круге (г)</?, то О,Дг) аналитична в том же круге и что по
рядок и тип функций /(г), О,/(г) одинаковы.

Ясно, что формулой (1.1) функция /(д) определяется только 
для а£( — оо, оо), а для комплексного обращения преобразования 
(1.1) нужно, чтобы /(л) была продолжена на некоторую область 
комплексной плоскости. Поэтому нужны дополнительные условия 
на ядро 0(1) и на функцию Ф(/). Мы показываем, что из условия, 
наложенного на Е(г), следует аналитичность С(гс’) в полосе |1тад|<а 
и что определенная формулой (1.1) функция Дх) аналитически про
должается в полосе |1т®|<^я для достаточно широкого класса функ
ций Ф(х). Эти результаты устанавливаются соответственно в сле
дующих двух леммах.

Лемма 1.1.Пусть Е(г) целая функция экспоненциального 
типа, не имеющая на мнимой оси нулей, и удовлетворяет условию 
(1.4). Тогда ядро О(о*), определенное формулой (1.5), является ана
литической функцией в полосе 1г»1<? (ау=։Ц-|-ги) и удовлетворяет 
условию

G(u-{ iv)~o(\u]~n) при \'П, при I//I-OQ (1.9)

Доказательство. Для функции типа Миттаг-Лефлера известно 
(см. (’), стр. 430), что при $=1, р = 1-|-а, — 1<Э֊<0 имеет место оцен
ка

(1.10)

Если теперь Ап(6) означает индикаторную функцию функции /?п)(г), 
то имеем Л„(О)^Л(О), где Л(0) - индикаторная функция Е(г).
Следовательно из условия (1.4) следует

£<'’|(/у) = 0(е’Я<‘+։>) при |у| (1.11)
и что
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*!։•֊•>) при |у|֊'Оо. 
£(/у)

(1.12)

Подставляя вместо /:։(z;l4-а) и (1.5) асимптотическую формулу (1.10) 
и воспользовавшись оценками (1.11) и (1.12). интегрированием по 
частям получим требуемое.

Лемма 1.2. Если Ф(х) (14-х։)_л£Л( оо,сю) для некоторого 
Л' 0, тогда функция f(x), опреде ленная формулой. (1.1), анали
тична в полосе Птх|<а.

Доказательство следует из оценки (1.9) и из того факта, что 
ядро О(/) аналитично в той же полосе.

I е о р е м а 1.1. Пусть —преобразование Бореля функции E(z). 
Тогда

х» llm ( A'(w) f(x-\-ew)dw='j{x) л-։֊ rr. (1.13)

где Ср—замкнутый контур, лежащий в полосе \1ти՝\<^ -,охваты- 

вающий индикаторную диаграмму функции Е(х), если

где
Ф(х)=0(е''И) |х|֊»оо, 6>0

Ф(и)= I е~1и' <t>(t)dt

(1.14)

(1.15)

есть преобразование фурье функции L(x). 
Доказательство. Имеем

ос
If Iff

----  I A'(w)/(*+— (A'(w)rf^l G(amw /)Ф(/)<// =
2kZ J J J

Cp CP — x
co

J <t>(t)dt

—co

1
2~i

K(w)G(x-^-pw- t)dw. (1.16)

Перемена порядка интегрирования возможна, гак как если то£С. , то 
|1тк»|<^я|, где функции / и й аналитичны и, следователь

но, внутренний интеграл первого равенства сходится равномерно.
Рассмотрим отдельно интеграл

1 С 1 Г 1---- I /\ (м)О(х | -рю — Одю =-----  I Л'(«’)</:г----  
2г/ I 2г/ ) 2г

С₽ СР

, j‘£, |/я(л--)-рат /); 1 ■ a J
ua du-\-i ’

о
E(—iu)

и՜1 du

о
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A'(K')A։|/w(-v I ри’ /); 1 -|֊ a ] Jk՛ 4-

j-*u* 1
f( — in) 2~i

(w)£J //z(x-]-pw—/); 1

Здесь перемена порядка интегрирования возможна, так как интеграл 
(1.5) сходится равномерно на С», если заменить ш на х-|-рг£»—/.

Введем обозначения

Р, 0=:Д֊ 1 AT(w)?։RH(x+pW—/);
2wr J 

СР

/։(х, р, i) = ~— | /<(ai')F։|— /W(x-|-pw—О;
2к4 J

CoI
Имеем

p, /) = —— f K(w)elulx+^'-^ dw =
2r.l J

Cf

1 f= e'"(x-o— К (w)e,u?* dw == eiu<*-‘'E (iup). (1.17)
2~i J

C?

Следовательно

/։(-v, p, f) = £(tap)£։|/«(x—1)\ l-|-a]. (1.18)

Аналогично получим, что

P, t) = ^(֊iu9)^\֊iu(x-t)\ 1+a]. (1.19)

Обозначим через /(x, p) следующий интеграл:

/(x, p) = 1
2rd

J K(Tju)f(x-{-fjw)dw.

Co
Имеем

£(iu?) 
E(iu)

n^e^^-^du +

<^(t)dt i~* С E (—iuo)
2k J E( iu) 

о
//’ e-tu^x '> du =
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= 1 и՝ el,ljr<i>(u)du -| -—( ——— - u* e ll,t(b( — u)du, (1.20)
2«J E(iu) 2-J £(-/«)

О 0

где Ф(«)—преобразование Фурье функции Ф(л). 
Из предположения (1.14) будем иметь

W
lim О։м/(х, ь) = llni—— С
₽*'- f-։-2* J E(lu)

uaelu'^>(u)du =

QG

i eiuxu-> &(u)du. (1.21)

Остается заметить, что

— QB

<мл«’ ty(ii)du = х-1Ф(х).

Замечание. Для ядер С(и), удовлетворяющих условию

e-i'G(t)dt,

где £(г) квазицелая функция, допускающая разложение

£(z) — V апг 
п-'>

nh

.тля некоторого А>0, можно дать другую формулу обращения пре
образования типа свертки

/(х) = \G(x-t)$(t)dt 
— X

Для этих целей обозначим An(t) обобщенные многочлены Аппеля

ад£։(гх)= V глМ„(х) 
л "*0

где £։(гх) — квазицелая функция, допускающая разложение
□о 2ХЛЛ 

р(гх)= V --- ----------- .
’՝ ЛГ(1+лЛ)

Легко доказывается, что тогда

'X пп

•~яг
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откуда следует, что

О при /г^п
1 при /г — п.

Это наводит на мысль, что функцию ։1’(х) можно восстановить при 
помощи ряда Фурье—Аппеля

Ф(л) —V Ф„Лп(х), 
л* О

где

ф„х= Лл/’0(л--0 Ф(О^.
J ж-О
“ со 

Пользуясь свойством единственности преобразования типа 
свертки, доказывается, что если

то

Например, если 

то 

и если

/(*) = )’О(л--<)Ф(П<// 
“ОС

Ф(лг)=£ £>"л/(л-) -Л,(х).
л—0 х-0

О'(0 = /А_| при //>—2

Л,(х) =

/(х) = \(X—ОЛ-|Ф(О^, 
— ас

то

ф(/)=у Пп,1/(х) 
л- О

Хп^
х-о ’ Г(1+«Л)

Г(1-|-л//)

Ереванский политехнический институт нм. К» Маркса

<1. 1Г. 1|ГМ^11РЯЦЪ

(!ЦГ1шП 11 || ш|1 и||) Л 1>шф о|мп I р|шГ| 1| II (Г 11| | Ь !и ^г^ниГГШ1|1|||1д йш

(։) ишшу^шЛ /я

/(х)= у О(х-/)Ф(/)г// 
“00

(1)
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<*«"//'/' տիպի ձետփոխաթրսն կոմպԼևքս շըջամը որի (](է } //"ք/"//' երկկող֊ 
յ անի Լաո/լաոի ձձ ա փո խ ա թ լան ն Լ հանդիսանամ 1/£.(£) ֆունկցիան > որտեղ

£(г) = Г* 0<Ա1^«, .... ||т А =<_>>(). (2)
*“’\ “» / *>х ак

ատա<1յ4*էս ծ բերվում է (1) ձևափոխա (ժլան կոմպլեքս շրջումը ալնպիսի 
(7(0 կորիղների համւսր9 որ и Ա ղ միակողմ անի րնդհանրա էյվ ած 1էապչաոի ձևա- 
փոխութլտնն է1

(’ Օ(է)Ր շ^մէ = ——, յ Е(г)Ս (3)

որտեղ /“(^) 4 քսպոնեւքիալ տիպի ամբողջ ֆունկւ^իա է9 
վրա չունի ղրոներ և բավարարում է

որր կեղծ աո անуրի

нт ААА>1=։>0 
|у|>» V (4)

պարքանինէ Խնդիրը լուծելու համար օղսապործվել է Հիրշմանի ե 
աշիւատսէնքի մեթոդը և 1Ւիմուն*Հիոլ •/ՒւՒ Օպերատորի ապարատը!

//ք իդերի

Л И ТЕРАТУРА - Դ Ր Ա 1| И Ն Ո I' ք* 3 Ո Ի Ն
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