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О безграничной делимости времени ожидания в системе
■< -ф

/W/.|(7r| 1 |<х> с абсолютным приоритетом

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. А. Александряном 24/VI 1976)

В настоящем сообщении доказывается безграничная делимость 
(б. л.) стационарного распределения времени ожидания начала об-

-ф 
служивания вызовов /-го потока (/-вызовов) в системе /Иг|Сгг|1|о© с 
разновидностями абсолютного приоритета.

Потоки вызовов Ар ..Аг независимые и пуассоновские. Пара­
метр потока А,- есть а/>0. Длительность времени обслуживания 
/-вызова есть случайная величина (сл. в.) с функцией распределения 
(ф. р.) 5Д/), 5/(0) = 0.

Промежутки между соседними поступлениями и длительности 
обслуживания вызовов в совокупности независимы.

Вызовы потока А/ имеют абсолютный приоритет перед вызова­
ми потока /./ при / С/. Рассматриваются разновидности таких систем: 
а) с дообслуживанием прерванного вызова; б) потерей; в) обслужи­
ванием заново. ,

Пусть 1^,(/) —стационарное распределение времени ожидания 
/ — вызовом начала обслуживания. Положим:

шДх) = ) г'ЖЮ, 5, = а։4- ... 4-а/։ 
□

Число р,| — загрузка системы вызовами потоков А։, .. А/.
Обозначим через П,(/) ф. р. периода занятости (/—периода) 

обслуживанием вызовов потоков А։ ..А/, через П//(/)— ф. р. /—пе­
риода, начавшегося с обслуживания / — вызова (у=1, /); через 
А/,(О ф. р. промежутка, начинающегося с первого поступления на 
прибор / вызова и кончающегося первым последующим моментом 
освобождения системы от этого /-вызова и вызовов потоков 
А|, .... А,

Наконец, обозначим Н,(/)=1 П/(/), 77,(0=! /¥,(/).
1°. Пусть порядок обслуживания /г — вызовов прямой.
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•еорема 1 а)>»># (й) есть преобразование Липласа-Стильтьеса 
(п. Л. —С) 6. д, ел в..
б) Каноническое представление для <•», ($) имеет вид

<»*($) = ехр| - ( л-‘(1—е-**) Л* (с!х)|, 
о (1)4 *

где мера Л* при р*_1։<— равна

П 

л*((֊оо,/1)=ал(/)4֊^_։ п (о *у(-3*_։)п п .(О (2)
л>и *

а при рд_||
2

А»((֊оо, И) О*(Л + ^-։п □'»-!(/) *2«*л(Г). (3)
п > О

Здесь — знак свертки, и обозначено

Я*(')

I

Нь (/) = У /4 (и)с1н.

О

п

*

I I /

/Л(/) = иНь(и)<1и, П*_։(О = Пл-1(//)(1«1 П*_|(/)= (
ВД к, _ *0 о

/.(/) — функция Хевисайда, М0 = [^иП»_|(0-(1 
Доказательство. Введем п. Л. — С.

1гЛ1$) = 5 П>(/). -Л1($) = \ е-^д ПА/(0. А*(5) = | е-^дНьа).

Известно (')

5 а1,+ак/1к(з)
Л,(^) =

(I

(4)

"ЛЛ(5) =А*(У*), о* ֊*($) = з*_1֊А_|(уА) + йА֊ЛЛ($),
где

11А($) = —3*֊։՜* ։($). у/г =$4-й*—<^-**(8).

Конкретный вид функции АЛ(«), приведенный в (1). нам не понадо­
бится.

Заметим, что Р(г) = (1—р)(1 рг) 0<о<^1, есть производящая 
функция геометрического распределения, которое б. д.. Ио так как

Ог2(^Л*։ = — «лА>(0)<1 (см. (։)) и
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<1е1 Р _
?*($) = (5Л*։)֊’(! — //*($)) = /;֊։ | е-''Нк(П (1 /

о

является п. Л. С. неотрицательной сл. в., то на основании (։), 
стр. 532. зад. 17 Р(‘[к($)) = (1 -<ЦЛ*։)( I—ак кмцДз)) 1 есть п. Л.—С. 
некоторой неотрицательной б. д. сл. в..

Теперь рассмотрим функцию
(1е1

?*(*) = 1(1-рн)/(1-М»։)] • =<1а|р*($)/5|.
Покажем, что ?*($) есть п. Л. —С. некоторой б. д. сл. в. 

Утверждение будем доказывать методом математической индукции по 
Ь. Вследствие р։($)=$ основание индукции очевидно. Из формул (4) 
имеем 

%
<1 Нл+|($)   । Уп ! °л-1 ал-։“л—։(ул) Ул

5 Ул «

__ ,4 Нл(Ул) <1л+1 Ул ,кч
— 11 п----------- • —----  • — (5)

Ул <1л *

По предположению индукции бл — - есть п. Л, —С. б. л.

с| 5
сл. в. В силу (։), стр. 516 —1п------- есть вполне монотонная функ-

|‘Л(^

ция (вп. м. ф.). Но ул>0 и у„($) — вп. м. ф., следовательно, вп. м.

ф. будет также функция — 1п —, то есть функция бл -----
Рл(Ул) |1л(Ул)

есть и. Л. —С. б. д. сл. в. Далее, так как есть и. Л. -С.
б. д. сл. в., то в силу (1) 

Р(1л(Ул)) = (1—а ,//,,1 )у„

У«֊ «л4-апЛл(Уп)
( 1 Дд^л! )Ул____

Ул—Дл ։ ап-„п(5)

$

также есть п. Л. - С. б. д. сл. в.

Из (5) получаем, что б,.», как произведение п. Л. —С. 

двух б. д. сл. в., само есть п. Л. — С. б. д. сл. в..
Найдем каноническое представление для
В силу (*), стр. 517, ш*($) представимо в виде (I), где мера А* 

удовлетворяет условиям л-’Ал((1л') < » и Лл(Д)<ои для любого 

ограниченного множества А.
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В (’) показано: при р*_ц<1 ц= ‘°*-11-— . Неравенство 
I —р*_ц

(3<г-|Яа-ц^>1 ) выполнено тогда и только тогда когда

₽._„<! (р*->֊)-

Положим

Л* = а*М-!*(*)) • |1-«аЛ*П*(5)|-։,
Я* = 3*-1(5Нй(^))“' 11 ~Г

Тогда

<м р я
Л*($)= е֊։'Л»(с1/) = —1п —— = 4*+Я*.

Л (1$ и>л(։)о

Нетрудно заметить, что

Яд. = 5*_| е ։7П*_1(0с1/ -
О

Отсюда при р*_ц <— получаем

В* = о*֊1 I е-՝'ГП»_1(/)б/‘ .
Я/ о

П*-|(О

и в силу (3), стр. 317, замен. 2 получаем

б*-1 П&֊|(0 *£( —3*֊1)л л>0

Подобным же образом преобразуется А^.

Пл-1(0

п

*

1
Окончательно. находим /*($) при Р*-н которое удается

2
обратить и получить (2).

При р*-п>— представим Вк в следующем виде:

^ = ^_։ ( е֊"с1ПЛ_։(О • С„ 

и
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где

С*= | 1Н-аА |Л-|(1-1:*_|(5)))-| = (Ч“2п~П|14֊(.^*_1|)֊1(1-кл_1(5))-

— (1 рл-п) ')

Поскольку

5*4-11
(I—р*-л)_| щах(р^_։։|—1, (1—рл-||) ’)<։,

ТО

С, = (?^„-1) V е- '<!։»,(/). 
п>0 О

тт
Так как гпах \ аг V ак1(х) Стах V ||||та*п(х)|4- -|НтаАЛ(х)||<Ъо, 

т0<.г<-л_ц т д-х л->0

то в силу (а), стр, 317, замен. 2 получаем

х>

^'СШРГ-И
О

֊1) 2£*и/)|, 
л>0

ЧТО И Т. Д..

Заменани е Положим АЛ(Д) Аа(/4 |0|), /Л(бх) =

А* (бх).

Тогда

Я*(|0|) = 0, £>*(( — оо, Ч-оо)) Ч ((1х)<оо,

*х֊’/Л (бх) =Л (1+х։) »А* (дх)<оо. 
о о

Переписав (I) в виде 

($) = ехр

получаем представление Леви — Хиичина для о»* (5).
2 . Обозначим через ^“ (0 виртуальное время ожидания в нашей 
системе в момент /, если порядок обслуживания к — вызовов инвер­
сионный. При этом предполагаем, что прерванный к — вызов имеет 
преимущество в обслуживании перед другими к — вызовами.
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del
Теорема 2. = Um Ме-,и,ь ’° является n. Л. -С. б. д.

ел. в..
Доказательство. Пусть wn(t) — виртуальное время ожидания и 

момент t п— вызова при прямом порядке обслуживания вызовов каж­
дого из первых п потоков. Обозначим через ^я+”, ;1Я+П, ;’п п,..:
последовательность независимых одинаково распределенных сл. в., 
имеющих ф. р. периода занятости системы Л1|О|||?ю с интенсивностью 

«л’Ьвв+i входящего потока и ф. р. /?(/) =---- —------ #„(/)!֊
tin “f-Hfl+i

Н---------——длительности обслуживания вызовов.

Имеет место равенство

Ч“+МО = «М/ЖГ’+’Ч ... +;.ВД)‘ (6>

Здесь равенство понимается в смысле совпадения ф. р. обеих сторон 
(6), а ՝<(х) —сл. в. числа п — вызовов и (л-f-l) — вызовов, посту­
пивших в систему за время t.

Введем обобщенный пуассоновский процесс со сносом (*), стр. 223 

d
Тогда М'Д։(О = ^я+1(а»я(/)). то есть ‘^։(/) подчинен с на­
правляющим процессом (О. Поскольку обобщенный пуассоновский 
процесс со сносом б. д., то при б. д. к»л (/) таковым же в силу (2), 
стр. 518 будет Следовательно, используя теорему I, утвер­
ждение теоремы 2 становится очевидным.

Заме ч а и и е 2. Каноническое представление в данном случае 
получается аналогично, но вид его довольно громоздок.
3 . Естественным образом возникает вопрос: является ли б. д. ста­
ционарное распределение времени ожидания в хругих приоритетных 
системах?

► ►
Рассмотрим, например, систему Afr]Gr|l|oo с относительным при­

оритетом. Поскольку wr(s), в данной системен в системе с до- 
обслуживанием совпадают, то на основании теоремы I заключаем

Следствие 1. Для систем с относительным приоритетом пря­
мым и инверсионным порядком обслуживания вызовов wr(s), w;u)(s) 
есть и. Л. —С. б. д. сл. в..

Замечание 3. В системе с относительным приоритетом для 
потоков i-r-\ времена ожидания, вообще говоря, не б. д..

Для доказательства этого утверждения возьмем r=2, ?n = 3sl = 1, 
р2($) = е-\ Тогда из (4), стр. 111.
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<՚>։(Տ) - |1 -(^,4 Պ)1^4-<ՆԻտ֊ռ, ր«։|3։(տ) (7)՜ •

Предположим, что ш։($) б, д. без каких-либо дополнительных огр а­
ничений. Поскольку предел б. д. сл. в. является б. д. сл. в., то, ус­
тремляя в (7) </։—*0, </2~* I (п։4֊а2 1), находим: Пт ш1(.<?) =

а । >0 «• 1
= 5֊|(1— е~'), что является п. Л. —С. равномерного на (0,1] рас­
пределения, которое нс б. д..

За м е ч а и и е 4. Для систем с абсолютным и относительным при­
оритетом ш* (.?) не есть П. Л. С. устойчивого закона (/? = 1, г).

Действительно, устойчивые сл. в. не имеют скачков в нуле, что 
следует из их канонического представления. Но

11m «и (s) =
5

I 1 f>*i, абсолютный приоритет.
I 1 p,i, относительный приоритет.

Замечание 5. Рассмотрим процесс восстановления, образован-
ныи точками начал к -периодов. П. Л,—С. функции восстановления 

указанного процесса равно ~»($)—— . Известно ((а)։ стр. 434), что

у процесса восстановления с функцией восстановления В(/) в стацио­
нарном режиме ф. р. остаточного и прошедшего времени ожидания 

* со
равны т~1) (1 — В(и))(1и (т = \ (\—В(и))6и), и, следовательно, их и. 

о о

.1. —С. равны (/л$) ։(1—?($)), где ₽($) = ( Отсюда следует,

что п. .'I. —С. времени, прошедшего с момента начала последнего 
перед данным моментом к — периода, а также времени до начала 
следующего к — периода, равны

1 -т» (у)з> - (54-0» )-* _ р» (5) • 5՜1 о»

и, значит, б. д. как произведение б. д. сомножителей.
Авторы признательны Б. С. Нахапетяну за ценные замечания, 

сделанные при чтении рукописи.

Вычислительный центр Академии наук Армянской ССР

Ь IL. ԴԱՆԻնԼՅԱՆ, Դ. IL. ՊՈՊՈՎ
Բացարձակ քւա|սաս|11ււու|ու|յ|111մ[՛ Afr/Gr|l|oo ս|ւստԼմ|ւ 

ժամանակի անւ|Լրջ բա<1սւնե||ւու|1|աքւ մասին
սպասման

Աշխատանքում ապացուցված է Mr|Gr|!|oo սիստեմի 1-րդ (/ = J, ք) 

հոսրի պահանջի и պա սմ ան J ամ անա կի անվերջ ր տ г/ան ե / ի fi if! յո ւն ր բացար* 
ձակ Նախապատվում յան տարբերակների համար 1-րդ հոսքի սյահանջների
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ինչպես կարղով и պա и արկ ե չոլ ղ Л и/ րո ւ if է այնպես Լ / /ib«/ ե ր и ի ոն է
II ԱէԱէէյված են ղիտարկվսղ սպասման <1 ա if ան ա կն /»րի Լևի^Խինչինի կա* 

նոնիկ վ ե րք и ւ ծ и ւ p յո ւնն երր<
հույն տիպի սիստեմում է ուր րնղանված / “արար երակ ան նախապատ* 

վ nip յան ղիսցի^րին , Г-/м/ Հոսրի պ ահ ան քն ե ր ի սպ ա սման ժամանակն անվերջ 
րտք/անեւի է, եթե այղ Հոսրի պահանջների и պ ա и Ш ր կ if ան կարղն ուղիղ 1,1 

11ակայն մնաղւսք) Նարերի պահանջն երի и պա ւ/ման tl աման ակն երն րն ղհան - 
րապես անվերջ րաւքանե քի ;ЛЬ, ինչ Լ աաւիս ա չիւ ատան րւսմ բերված
օրինա կր t Վ ե ր ո\ի յ յ UJ / ղ ի и րյ ի պ ք ինն ե ր ի ղեւղքէււմ ղիտարկվող ոսյասման 
Jամանակներր կայուն չենւ
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