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В работе (’) рассматривалась задача о разложении вектор-фу нк- 
цпй р.ч (?=!, 2, . . .. ), заданных на области 2* с конечной
группой Н симметрии и преобразующихся по неприводимому пред
ставлению т, подгруппы А/с://*. Естественно поставить аналогичную 
задачу для вектор-функцнй рк.7 (ф— 1» 2. • ՛ ՝ > ^ь), область опреде
ления которых обладает пространственной группой О симметрии и 
которые преобразуются по лг^.-мерному неприводимому представле
нию со звездой Д подгруппы С/сф*. Для механических прило
жений характерно, что числа основных векторов подгрупп (Г, и О, 
трансляций групп О* и О одинаковы и. следовательно, соответствую
щее регулярное представление группы О* конечномерно. Указанный 
тип регулярного представления, как и в (’), будет называться усе
ченным. Нетрудно указать на два более частных случая: точечно
усеченный. при котором (/(^0*. а точечная подгруппа Н<^.0 являет
ся подгруппой по отношению к точечной подгруппе Н и транс
ляционно-усеченный, при котором // = //•, а О(сС*.

В данной работе исследуются разложения вектор—функций 
Р*ч (?—1. 2. • • • . /Ль). заданных на области 2*, в точечно- усе
ченном случае и намечается путь решения такой задачи в общем 
случае усечения. 11ри этом вид группы О* симметрии области 2 
ограничивается следующим условием:

где трансляция на некоторый вектор а-,
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I руина /7* разбивается на х левых смежных классов относитель
но своей подгруппы //. Пусть А՜ (/=1,2, . . • , х) элементы груп
пы //’, порождающие эти смежные классы, а единичный эле
мент. Тогда согласно условию (1) пространство натянутое на век- 
тор-функиии Л(/)*р*,,(/=1, 2, ■ • • ,х; ?=1, 2, . • • , х; ?=1,2, - • • 

• • • л) инвариантно относительно всех элементов группы <7* и, 
следовательно, преобразуется ио ее регулярному представлению Г.

Средн линейных комбинаций вектор-функцнй Рк,^ (?=1,2....... /и» I
найдется ///, линейно-независимых вектор«ф\ нкцпи р1'' (х= 1,2, • • • т л 
которые под действием трансляции из (7/ преобразуются в соответ
ствии с вектором А (/п. размерность неприводимого представления 
"՝՛ I руины этого вектора). Известно, что иод действием трансляций 
вектор-функция (5=1, 2, • • • , т.-, /=1, 2, • - • , х) преоб
разуется по вектору А(')*А (’). В связи с этим, так как звезда \/г\ 
неприводима, а /7с77*, очевидна

Теорема I. В точечно-усечен ном случае звездой регулярно
го представления группы (г является неприводимая относитель
но этой группы звезда 1А!*,

Соответствующая группе /7 точечная группа Нк вектора А. 
вообще говоря, отлична от группы Н^. Без нарушения общности 
дальнейшего изложения можно полагать, что (/=1,2......хА),
где х*^х, причем смежные классы (х.-»/>хЛ) не содержат
элементов группы /7’, Легко заметить, что смежные относительно 
подгруппы Н^Н классы (/=1, 2...... в совокупности об
разуют группу /У*. Действительно, если элемент А £/7*. то //•'• А^/7, 
(/=1,2.......... хА), и напротив, если 11^Н}Нк. то №**Н~Н* (/=1. 2,...
. . ., хА.), так как иначе А_։(Л(о; )'։А = А и Л~’£/У*, что невозможно.

Через Ьь обозначается подпространство пространства /.. натяну
тое на все вектор-функцнй из А, которые преобразуются пол дейст
вием трансляций группы (7/ соответственно вектору А.

.’I е м м а. Подпространство порождается функциями 
А<о^со(/==1։ о.......... ХЛ; 5=1, 2.............дь).

В связи с вышесказанным, очевидно, что /*(/=!, 2..... х*;
5=1, 2.......... т.). С другой стороны. АйЬро»՜^ (/ = 1, 2.............Х;
5=1. 2.......... т.) при и (/=х* + 1. х*-]֊ 2, . . „ х);
Последние утверждения легко доказываются от противного. В самом 
деле, если А։—А, то Л!О А։ — А, так как иначе в силу неприводимости 
звезды [А1՛ найдется элемент Л Н Нк, для которого ЛА = А։. и тог
да Л(/> АА = А, т. е. Л('>*Л £ 77’ и й'^Нк. Если же Л|,)*А = А (/ = х»-|- 1, 
*и֊2.......... *) то

Следует подчеркнуть, что все эквивалентные векторы из зоны 
Бриллуэна имеют в данной работе одинаковые обозначения.
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Согласно теории представлений пространственных групп (’) 
Ар-е неприводимое представление группы (} встречается в представ
лении Т Гк раз, причем число раз, которое р-е неприводимое 
представление т* точечной группы Н'к входит в представление Га

этой группы, индуцируемое в подпространство I к редуцированным 
относительно подгруппы Н*с.С1* представлением Г.

Представление Г* точечной группы /У* является несомненно ре
гулярным. R соответствии с приведенной выше леммой его следует 
рассматривать как усеченное относительно подгруппы НкС.Н’ь. Это 
позволяет использовать здесь результаты из (’). Так удается устано
вить, что

Шци
(Л* ). (2)

где /.(//*) и /,’(Л» ) значения характеров неприводимых представле- 
лений и ■* точечных групп /Уд- и Н. на элементе А* £ Нь с УУ<՜. 
Кроме того, оказывается, что в подпространстве Цг = I, 2.... 
. . .. преобразу кинемся по представлению существует стан
дартный относительно представления базис, в котором матрицы 

-'ДЯ) операторов ՛*„(#) (я£/7) квазидиагональны и состоят из /^Н-1 

блоков, причем первые /*։ блоков равны матрице 'ь(я), а представ
ление группы О, порожденное последними блоками, не содержит 
представления т»,. В связи с этим аналогию с работой (։) можно про
должить, если для матричных элементов неприводимых представле
ний . т* , представления Г и для их характеров ввести функционал 
усреднения (•’). Используя ограниченность указанных элементов и 
характеров можно, следуя работам (1г), показать, что справедлива

Теорема 2. В точечно-усечен ном случае имеет место сле
дующее разложение

Рк.^— У V Г*11, (,—(?— 1» 2, . . т^)), (3)

где индекс р при суммировании пробегает номера всех неприводи
мых представлений со звездой (А), входящих в соответствии с 
формулой (2) в регулярное представление Т группы О ; вектор- 
функции р\,гг (р=1. 2...........образующие базис подпростран,
ства ЩсЬ (г=1, 2. . . /’), определяются из выражения

М-Ь -У- э — 1 I • 1
х4г!1Ь(г-1)л’^+э (4)
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a (p, /=1, 2, . . w* J р/ ый элемент матрицы *»,(#*),
записанной я стандартном относительно представления базисе.

Пример, На рис. I изображена часть бесконечной дискретной 
области 2*. состоящей из точек xt (/=1, 2, . . .) и обладающей 
группой Q/,' симметрии (’) (основные векторы а՝ и а, подгруппы Gt 
указаны на рисунке, вектор а3=0). Там же приведено расположение 
плоскостей отражении зр з։, . . зв и положительное направление 
поворотов С, на угол а. Заданную на области L’՜ скалярную функ
цию можно представлять бесконечно-мерным вектором р— р1'1, р<*\ 
где //" (/=1, 2, . . ., ) значение функции р в точки xi Через А, 
(7=1, 2) обозначаются основные векторы обратной решетки.

На области 12 определена преобразующаяся по неприводимом) 
представлению “t 2 группы (основными являются векторы at и 
а3; подгруппа Н = □ состоит из отражения з։ и единичного элемента 
е) функция Piab,.2.i = 1 — 1; 4; 0; 2: 3; 4; 4; —3; -2; (I; 4; I; 1; 4;
0; -2; -3; ֊ 4; 4; 3; 2; 0; I; ֊1; -1: 1; 2; 3; 4: 4; 3; 2
0; 4; 1 • • • !. Легко видеть, что H*=CUV, х = 6, Н\ .ь, = з,
/У, 1{) = Cat, (группа Сп, включает в себя отражения з։ и з։, е и С։80), 

=2. В качестве элементов g")*(Z=l, 2, . . 6) можно выбрать
повороты е, Свп, Сш.........СЛ(Ю. Из формулы (2) следует, что /J (, ։ =
= /։ ,&1 ։ = ^՝ а 2 = ^2z>, з=1 (номера неприводимых представле- 
лении точечных гр\пп даются в обозначениях работы (’). На осно
вании теоремы 2

Дп»1.9,1 =^124, ,2,1.1 т Р|-2>։Д|.|.

Матрицы (Л*) (и = 2, 3) в стандартном 
ставленпя базисе записываются в виде:

относительно пред-

ն/2ծ։.3 0;
0;

0; 0
֊1: 0

0; 1

А. •.
Л = 2л,.=

/1; 0; 0\ А /0; 0; >1՝ / 0; -1;0\
”10; —1: 0 |’ 'ւ,շ»|.շ(^«օ1 = 1 1; 0: 0 ь д շ*,.շ(3ւ1~I — 1; 0; 0 К

\0; 0; -1/ \0; 1:0/ ՝ 0; 0; 1 '

с 0; 0; 1 ( 0; ֊1; 0 \ն 24>ւ.յ(Գ>) - I 1; 0; 0 Ь Հւ/շ»։,»(3ւ^ =1 — 1; 0; 0 I-
\0; I; 0 / \ 0; 0; 1 '

Базисы неприводимых подпространств , и 3 строятся
согласно формуле (4). В частности,
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-2: -2; I; ֊3; -3; 1՛, 2; ֊2; 1; -3; 3; -1; 2; 2; —I; 3; 3; -1 ;

II Т. Д.

Этот простой пример достаточно полно иллюстрирует резуль
таты исследования, проведенного для точечно-усеченного случая.

Что же касается общего случая усечения регулярного представ
ления пространственной группы, то он характеризуется тем, что 
подгруппы Н и (// группы // являются нетривиальными подгруппами 
по отношению соответственно к группам А/՛ и О*.

Через О' обозначается пространственная группа, состоящая из 
элементов подгрупп /У* и О/ и их всевозможных произведении. 1егко 
видеть, что задачу о разложении вектор-фупкций /%.,-(? = 1,2....
/яъ ) и порожденного ими регулярного представления в общем слу
чае усечения можно решать последовательно, используя только ре
зультаты для точечно- и трансляционно-усеченного случаев. В 
самом деле, выбирая в качестве группы симметрии области 2* груп
пу О', нетрудно с помощью формулы (2) и теоремы 2 разложить 
пространство А на подпространства, преобразующиеся по неприводи
мым представлениям группы О'. Базисные функции этих подпрос
транств заданы па области с группой (г симметрии, вследствие чего 
порожденное ими регулярное представление является трансляционно- 
усеченным.

Одесский 1111женерно-стро11те.1Ы1ый ннситут

V РПЬРЬСМЬЪ

2и11ПшЛ ||1|1|Гпи/ и[1Л|Пг|1и|||| ШШГ шЛш1|1ий |ий|ф пЬ<|П1||ШГ 

&Ьг1|Ш|1И<{1/шГ1 4и1и|։Г|

ш £[ч шч/иЛцчч^ ч> ичч1Ч1ши^р1^п> ։Р и(,,И.О՛՝’
1П1[ил) ‘.2 ш р т. прпгр/шЛ» ( / ^ ( / ^ /^Л ш ш1Л(Лр[/

(ть (Р^Р,1пг] Ъ!»р1рщшут п![ Мл-шфч1ч>[пц рк^ ('<-—1,2..........т/,.)

1/111рлп р~ф 111^111] 1/1 р[т с) т /4 рпЪр / 1*111 ирг и 4 (’)
шрг^ рН^1рЪ1»р11 {/рш!
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I ննարկվող դեպերում (j խմբի ոեղալլար ներկալացման վերջնական 
ստրտկտտրան բերված է թեորեմ եամ ե (2) բանաձևի մ։

Թեորեմ 2 mil պնդվում Լ, որ ք\. վեկտոր--- ֆունկցիան [J ա լլա ա րու մ
Լ (3) վևրլու ծիթրոնը, ընդ որա մ (3)— տմ G* խմբի Հ > չբերվող ներկարս- 
ցամներով ձևափոխվող կոմպոնենտները ղտնվտմ են (4) աոնչո, թխւնիցէ 
!՝երված աստ մնասիրությինր լուսաբանվի մ Լ թվափն օրինակով: Որպես 
iniiiii ջն ա լին1 վերցվում / ղիսկրևա տիրալթամ տրված ւնկ* I), (յ*^ սիմետրիա 
ա (ի խմբով ե խմ բի “|՚2ծ։ 2 նե րկա լացա if ով ձևափոխվող ոկս/Աար

--- ֆ in նկքքիաՆ I
Սէոացվէսծ ս>րդլւււնվ>ն1։ րր կարող ևն Լֆ եկա խ[ կիրաովել մ ե (ս ան քւկ ա քի

կեսւա ւքէն-հասւված սիմետրիա/ուք օմսւված իւնղիրնե րումI
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