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МАТЕМАТИКА

О классах сложности множеств булевых функций

(Представлено чл.-корр, АП Армянской ССР Л. А. Талаляном 29/IV 1976)

В статье рассматриваются вопросы реализации булевых функции 
в алгорифмических языках при ограничении на время работы алго­
рифмов, а также классы сложности множеств булевых функций.

I. Всюду далее орф есть сокращение для выражения „общере­
курсивная функция**, чрф — „частично рекурсивная функция", рпм — 
„рекурсивно перечислимое множество", н. ч,— „натуральное число", 
б. ф.— „булева функция".

Определим и. ч. как слова в алфавите !0, 1|, так же как в (1). 
Булевы функции и связанные с ними понятия, здесь неопределяемые, 
будем понимать естественным образом, например как в (’), в част­
ности б. ф. размерности п рассматривается как слово длины 2Л в ал­
фавите 10, II (н. ч.). Через /(х) будем обозначать длину и. ч. х, 
d(Л) — мощность конечного множества Д. Размерность б. ф. будем 
указывать верхним индексом. Посредством Л1л будем обозначать 
множество б. ф. размерности //, принадлежащих множеству /VI. Бук­
вой G будем обозначать класс всех б. ф. Буквы t, Т, т (возможно с 
индексами) будем использовать для обозначения одноместных орф, 
М-для множества б. ф., F, Р—для б. ф., С, р—для н. ч.

Зафиксируем некоторую аддитивно оптимальную нумерацию (3<) 
чрф «?. Для нумерации ® зафиксируем конструктивную последова­
тельность сигнализирующих Ф. с последовательностью сигнализирую-

А

щих Ф ассоциируем последовательность чрф Ф такую, что

\'»у/|(ФД/г) = max Ф/(х)). Запись t=>F будем использовать как сок- 
/(х)-л

ращение для „чрф а вычисляет б. ф. Р“. Через /\(РП) и K'(Fn) бу­
дем обозначать соответственно mln /( ^)(ф/։=>Рл), min/(р)((?р=>Рп)& 

& (Фр(//)<У(л)) ” чеРез 1(| 11 соответственно max K(Fn) и 

uvt\xK\Fn). Символы >, < и X используются в следующем смысле: 
Fn Q Al/i
a(n)>b(n)֊ zCyn(a(ri) + С а(п) < b(n) = z]C\ n((i(n) <b(n) +С)
и а(п)Х b(n) &а(п)<Ь(п). Множество Л1 б. ф. будем 

257



называть Г-мощностным, если выполнено X / и X 1(с1 
(нетрудно убедиться, что если Л1 рпм, то /. мХ/(^(Л1мН. В дальней­
шем рассматривая поведение произвольной сигнализирующей будем 
иногда дли краткости называть ее „время вычислений11 или просто 
.времяпод .объемом программы" будем понимать индекс р нуме­
рации

2. Следующее довольно очевидное утверждение (2.1) показывает 
существование множеств, допускающих „ускорения* вычислений 6. ф, 
им принадлежащим только при существенном увеличении объема 
программ их вычисляющих. Утверждение 2.2 иллюстрирует возмож­
ность обратной картины существование множеств допускающих .ус­
корения “ вычислений б. ф. им принадлежащих при незначительном 
увеличении объемов программ. В 2.1 и 2.2 .И —рекурсивное множест­
во.

2.1 у/аМэСд/,((Л''<с)<&

֊■2 з'»\7։з^ ^з^з/> лк/•՛„(«)« с, )&

Э\.-(7(Л)>МЛ))| & уГ(ЧМ<с.)).
Множество б. ф. будем называть 5—множеством, где 5—неко­

торый класс орф, если характеристическая функция этого множества 
принадлежит 5.

2. 3. Для всякого перечислимого класса 8 орф можно указать 
( такую, что Оля любого 8-множества М выполнено //иХЛя.

Нетрудно убедиться, что всякое рекурсивное множество является 
7‘-мощностным, т. е. (это следует например из
2.3). Иначе .ведут* себя рпм. Как будет показано в дальнейшем для 
них функции Шеннона А и /У могут существенно отличаться при 
любых /. Но сложность множества /?и определяется сложностью 
„сечений*— Л/я. Одной из возможных характеристик сложности .се­
чений* является сложность их характеристических функций. Через 
/ ия будем обозначать характеристический вектор множества Мп — 
вектор з։ □, • • • з л, 7-ая буква которого равна 1 если Г? (7-ая б. ф. 
в лексикографической упорядоченности средн б. ф. размерности л) 
принадлежит Л1. Будем рассматривать условную сложность (’) 
К((1 ия|л) = рр|?р(л) = /ия& Ф/,(л)<^/(//)|. Как показывает следующее 
утверждение, ограниченность функции А'/(/,ил|л) при подходящей / 
является достаточным условием (но не необходимым —см. 2.6) для 
того, чтобы множество было Г-мощностным.

2.4 \адЛ'М|/.'Л(л)<2А''«(/.л<л|л)4-^(/Ил)1.

Как следует из 2.4, множество Л4, задаваемое схемой У"(А4Л = А1/Я 
если \Piln)) (где М1 (/- 1, • • • , £) — некоторые рекурсивные мно­
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жества, и Р/ (I— 1, • • • , /г) -частично рекурсивные предикаты с не- 
пересекающнмися областями определения), является / мощностным, 
несмотря на то, что может быть не рекурсивным.

Введем некоторые определения. Л\ножества А/ и АГ будем на­
зывать аддитивно равномощными, если 1(д(Мп))Х1(д(М п)). Множест­
во А/ будем называть (л,/) —восстанавливаемым, если Э^Э^(^< Г(Л чл| 
<^л, Пусть Оя обозначает конечное множество и. ч.
с каноническим номером х (5). Орф к .будем называть правильной, 
если для всех и и т ИК(П.„п суть множества б. ф. и выполнено 
(/п։ С/Ла^и^л.я^СО^,,,^,)). Пусть а-орф, удовлетворяющая условию 

\гл(7(л) -22 ). Правильную орф к будем называть функцией покры­
тия ДЛЯ М если \'Л՜] ~|3/Пг^Я(л) ИЛдл, т1^Мп|. Функция покрытия 
для А1 задает таким образом некоторый единый (по л) способ покры­
тия сечений .Пл. Пусть ц есть функция покрытия для .И. Множест­
во М' будем называть покрытием М по £ если \п(П^п. т>~ АГ), где 
/л — наименьшее н. ч. такое, что ПК<П։ ,П)^МП. .И' будем называть по­
крытием для М если М' есть покрытие М по некоторой орф g.

Следующее утверждение устанавливает некоторые необходимые 
и достаточные условия для того, чтобы М было Л.мощностным.

2.5 Условия (а), (б) и (в) эквивалентны, для .И;
(а) М является Т-мощностным,
(б) существует аддитивно равномощное ему (п, ^-восстанав­

ливаемое надмножество М',
(в) существует аддитивно равномощное ему покрытие АГ. 
Используя 2.5 легко доказать следующее утверждение.
2.6 . Существует Т-мощностное М такое, что \'(\'С

Из 2.6 следует, что ограниченность Х7(/ и„|л) не является необ­
ходимым условием для того, чтобы .И было Г-мощностным.

2.7 . Пусть М' есть покрытие для М, тогдая/(/.'н(л)<:/^(А1ч)).
2.8 Если АГ есть покрытие для рпм А/, тогда АГ также рпм.
3. В этом пункте мы сформулируем некоторые свойства мно­

жеств, очевидным образом обуславливающие скачок оценок при ог­
раничении на время вычислений и покажем существование множеств, 
для которых £ и существенно отличаются при любых /.

Под частично рекурсивной последовательностью (чрп) б. ф. бу­
дем понимать множеств) значений чрф •]>, удовлетворяющей условию 
1'р(л)Э(|(п) есть б. ф. размерности п). Множество А( будем назы­
вать предельным, если любая чрп 5 6. ф. почти содержится в М, 
т. е. множество 5—А/ не бесконечно.

3.1 А/ предельно «=> тш А'(/?л)->оо.
Гп $ .и

На множества б. ф. естественным образом могут быть распростране­
ны понятия простоты и нмунностн (’).

3.2 . Если рпм М предельно, либо выполнено пАп К(Еп)-сю, то
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\7(/?։|(л) 2՞) и И просто (а, следовательно, М-иммунно).
3.3 Дли любой неограниченной, неубывающей орф к можно 

указать простое множество М такое, что \ !(/’М(//)>2М) и £.ц(л)^

В качестве искомого в 3.3 может быть выбрано множество .44, 
удовлетворяющее условию: \ п(Мп = \Гп\К(Т'п) (К(п)}). Условия 
для /И выполнены в силу его предельности, либо того, что т1пА*(Л)-*

Р’бм
•оо. Орф 7 будем называть мажорантой сложности для Л4 если 
|/(А'и(//) ^7(«)). Довольно очевидно, что если М имеет имунное до­

полнение и ; есть мажоранта сложности для Л1, то множество 
л|7(//) 2П1 не бесконечно, с другой стороны, из факта существова­

ния сколь угодно „редких* простых множеств следует — существует 
простое Л1 такое, что л/дС\л -|зт(А'и(/л)<С). Таким образом ма­
жоранты сложности в свою очередь могут отличаться от Ь*.

3.4 . Пусть рпм М и орф а удовлетворяют условию \п(д(МпХ 
и множество \п\д(Л1п) з{п)\ не конечно. Тогда можно ука­

зать орф ։ и последовательность н. ч. П( такие, что )<Л »(///).
Функция з в условии 3.4 может быть выбрана равной константе 

С, тогда из 3.4 следует: (а) утверждение 3.3 не может быть усилено 
до такого вдМ((Л,и(«) С) & \7(/.'и(п)>2п))“, или иначе функция £ 
в условии 3.3 не может быть константной, (б) из 3.4 вкупе с тем, 
что если М просто, и 7 есть мажоранта сложности для Л4, то 
V" (7(я)^>2/։) следует, что параллельно с фактом существования сколь 
угодно „редких* простых множеств они обладают следующим любо­
пытным свойством — (Л4 —просто э - яС(^(Л4п)<С).

4. Здесь мы сформулируем некоторые факты, относящиеся к 
сложности разрешения рпм н. ч. (ср. (г> ”)), которые представляю1՜ 
самостоятельный интерес, и которые позволят как следствия из них 
сформулировать факты о булевых функциях.

Букву П будем использовать н качестве переменной для рпм и. 
ч. Под сложностью разрешения (/ разрешения) //-куска рпм П будем 
понимать /(ш1нр), где т1н берется по всем р таким, что ух(/(хХлэ 
(Ир(л’) & (х- Пч=> <р^(х) = 0))), (ух(/(х)<лэ(1 ?/>(•*) & х С Пч=>
?/?(х) = 0& Фр(х)- /(/(х)))_ Сложности разрешения и I разрешения 
//-куска рпм П будем обозначать соответственно через /С(П, //) и 
А'(П, //, /)• Пусть ПЛ есть множество и, ч. длины // из П и >пп как 
и в случае множеств б. ф. обозначает характеристический вектор Пя. 
Следующие соотношения легко проверяются

4.1. (а) уГЦА^/цп|//)<Л'(П, л)),

(6) У^а^уП(Я'«(ХПд|л)<Л''։(П, п, Г։)),

(в) К(Ч,1«) 5 Пя).
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Пусть 3 орф. II будем называть ^-редким, если уп(й|л|/(х)<: 
^п & 11: Орф р будем называть верхней оценкой слож­
ности разрешения (сложности I разрешения) рпм II (*). если выпол­
нено /С(П, л)е^£(л), А (И, л, /)^^(л)).

4.2. Для любой, монотонной неограниченной орф %, такой, 
что у//(£(//)<//) можно указать неограниченную монотонную орф 

такую, что р является верхней оценкой сложности разреше­
ния любого ^-редкого рпм.

Из 2.4 и 4.1 (6) легко следует
4.3. («) Пусть II— простое множество. Для любой орду !, 

для любой верхней оценки сложности ! разрешения выполнено-.

(б) Для любой монотонной неограниченной 3 можно указать 
'^-редкое рпм П такое, что у1(К։^мп\п)^п12- )(п)/2.

Из 4.1 4.3 а также факта существования сколь угодно редких 
простых множеств следует, что верхние оценки разрешения и огра­
ниченного разрешения рпм могут существенно отличаться. Из этих 
утверждений также следует

4.4. Пусть ^-неограниченная, неубывающая орф. Существу­
ет псевдопоследовательность (’•’) б. ф. Епп такая, что

В качестве искомой нсендопоследова1ельности может быть выб­
рана >п,. некоторого достаточно редкого простого множества. Таким 
образом в классе псевдопоследовательностей б. ф. описуемы „есте­
ственные" псевдопоследовательности для которых А (Г«) и А՜ '(/^) 
существенно отличаются при любых /.

5. Иод классом сложности множеств б. ф. будем понимать 
класс таких рпм М, для которых выполнено /. МГ/-'Ч. Многие факты, 
относящиеся к классам сложности чрф (*°) легко переносятся на клас­
сы сложности множеств б. ф. Так, существует равномерная процеду­
ра получения нового класса сложности, строго включающего R, по 
сигнализирующей для I (5.1), в то же время из аналога теоремы о 
пробелах (5.2) следует невозможность такой процедуры, равномер­
ной относительно самой А

5.1. Существует орф Н такая, что для любого / если 
есть орф, то R и.

5.2. Для любых орф / и Г существует орф 1>Т такая, что 
R ( — Р/а •
Из 5.2 следует

5.3. Не существует орф з такой, что для любой орф I
Дальше в этом пункте мы будем интересоваться вопросами 

представимости классов сложности (ср.(’112)). Пусть фиксировано 
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взаимнооднозначное соответствие между множеством н. ч. и б. ф. 
II. ч., соответствующее б. ф. в этом соответствии будем называть ее 

кодом. Через Л будем обозначать множество б. ф., для которого Я 
есть множество колов. Пусть ау/ есть множество определенности <р/. 
Множество п. ч. х будем называть представлением класса /?, мно­

жеств б. ф., если /(*, .Будем говорить, что класс рекур­
сивно представим, если существует рекурсивное представление клас­
са /?,.

5.1. Класс R/ рекурсивно представим для любой орф I.
Через - К( будем обозначать индексное множество класса R,,

определяемое как . Будем пользоваться обычными обозна­
чениями „ / “ и „ для сводимостей по Тьюрингу и 1 — 1 своди­
мости, V, и 11„ для уровней иерархии Клини-Мостовского (5). Нам 
потребуются следующие „эталонные" множества- Equal=l<7, />|®/= 

г, и Coilnite = U|w/ кофинитно!. Известно, что эти множества яв­
ляются соответственно Пополним и 2Д полным. Через R будем обоз­
начать класс всех рпм и. ч.

Доказательство 5.7 следует плану доказательства аналогичного 
факта, формулируемого для классов сложности чрф (1а).

5.5. (Робертсон (”)) Для любой орф t, если класс R—Rt имеет 
НллУ, представление, то L* А*,;., г Equal.

5.6. a'V^^JCofinlte
5.7. Существует орф - такая, что для всех неверно, что 

класс R—Rt имеет ПэпЕ3 представление.
5.8 Существует ирф - такая, что для всех URt Ц3-пол- 

ни.
Пользуюсь случаем выразить благодарность И. Д, Заславскому 

за постоянное внимание к работе и ряд существенных замечаний.

Вычислительный центр
.'Аннисгерства авгомобнлыюги транспорта 
Армянской ССР

Л. 2. ՆԱԶԱՐՅԱՆ
Օու||ան ֆունկ€|11ւսնԼր1ւ թա(լմու|յյււ ւսնԼր|ւ |»արւ|ո։ բ ।ան ք]աււեր|ւ մասին

I իտ ա րկվում են րու]յան ֆունկցիաների ր ա զմ ո ւթ յանն Լ ր ի ր արզու թ յան- ն/^ւ/ք բնորոշող Շենոնի ֆո էն կ ց ի ան ե րն այն պա յմ աններում, երբ ուսումնա­
սիրվող ալղորիթմնԼրի աշխատանքի ժամանակը սահմ ւսնա փակվում է րնղ- 
»անար ոեկարսիվ ֆունկցիաներով։ Հաստատվում են որոշ անհրաժեշտ և 
բավարար պայմաններ, որպեսզի նշված Շենոնի ֆունկցիաներն ունենան հզո- 
բտկան զն ւսէ ատ ա կ տնն երւ Ց քք ւ յ քյ Ւէ տրվում, որ զոյություն անեն այնպիսի 
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ր ազմ nt fl յունն եր , Որոնէք Համար Շենոնի ֆու Նկ.4Ւ uibLpfi r/նա ■ ա տ ակ անն երր 
I.IUltfLu ատpր երif ում են , երբ դքքտս/բկվոէմ են ա [ 4 н р/'[I ւքն ե р р и ա > ման ա</ւ ա- 
կումնևրի hi и կ տ յու ք} յ ան և բացակաjfiiթյան ղեպքերումւ Դյւտարկվւււմ են

րսւքյան ֆունկէ/իսւների րսւղմութ յուննևրի ր ւսրպու flյտն ղասերր և աjq 
q տ и ակ արրրէէմՆերր ւ

q աս երի
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