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Традиционная постановка контактной задачи предполагает пали֊ 
мне полного контакта плоского или выпуклого кругового или кольце- , 
вою в плане штампа с упругой средой. Обнаружено (։*2), что в случае 
слоистой среды при определенных характеристиках, например, когда 
первый (верхний) слой достаточно гонкий, но более жесткий, чем вто- | 
рой, условие полного контакта без сцепления приводит к появлению на 
площадке контакта растягивающих напряжений в некоторой круговой 
или кольцевой области. Это явление объясняется заметным изгибом 
первого слоя, в результате чего, при отсутствии связей, слой отстанет 
от основания штампа в некоторой внутренней области. В таком случае, 
если допустить полный контакт, то естественно также ожидать появле- | 
пня растягивающих контактных напряжений и при изгибе однородного I 
слоя под действием кругового или кольцевого штампа. Вместе с тем 
ясно, что в случае несиепленного штампа растягивающие контактные! 
напряжения недопустимы, и их появление свидетельствует о необходи* I 
мости иной постановки задачи, предусматривающей возможность от- I 
ставаиия упругой среды от основания штампа в некоторой круговой или I 
кольцевой области, размеры которой подлежат определению. Причем. I 
если выяснено, что упругая среда отстает от основания штампа в кру-1 
говой области, то задаче о круговом штампе соответствует задача о I 
кольцевом в плане штампе с неизвестным внутренним радиусом, подле 
жащим определению из условия равенства нулю контактного давления 
на внутреннем контуре площадки контакта. I

В статье показана возможность появления растягивающих контакт 
пых напряжений на конкретных примерах слоистых сред при наличии । 
полного контакта с ними кругового или кольцевого штампа и данн 
новые решения контактных задач о сжатии слоистых сред и об изгибе I 
однородного слоя иод действием кругового и кольцевого штампов с I 
учетом отставания упругой среды от их оснований, I
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I. Сжатие слоистых сред под действием кругового или кольцевого 
штампов. В качестве слоистой среды ыя простоты возьмем пакет из 
зн\х скрепленных между собой слоев, лежащий без трения на недефор 
мируемом основании Пакет характеризуется параметрами
/Гх М։ + ։ + *։)« /։==^/^< где / , */(/= 1.2) модули упругости 
и коэффициенты Пуассона первого и второго слоев, И общая тол 
щина пакета, //։ толщина первого слоя. Примем начало отсчета 
цилиндрической системы координат г. г на нижней граничной плос­
кости пакета и направим ось Ог вверх. Пусть на верхней граничной 
плоскости г=Н действует кольцевой штамп а г Ь с плоским ос­
нованием. Введем безразмерные переменные ь = г[Ь, !=г Н и запи­
шем краевые условия задачи

(1+>։)*
(Ро^Р^ 1) (1.1)

«п(Р> 0|»-I =0 (О^р<ро, 1<Р<<»),

где Л — о£։/£(14֊ >,). 5 — глубина погружения штампа. Характерными 
параметрами задачи являются / = £//,/& — Н— Нх —толщина
первого слоя) и р0 = о//><П. В случае кругового штампа условия 

1(1. 1) берутся при р0 = 0.
Решение контактной задачи (1.1) для кругового штампа полу­

чено в (։>2). На рис. 1 изображены графики интенсивности давления 
!штампа а* = зг։ (о, 1)/Л для двухслойного пакета с параметрами = 
= 100, /։=0,95, м։ = >2 = 0,3 и цикла значений Х=0,05; 0,1; 0,2: 
0.5 (0,25)2. На этих графиках видно, что при >. 1.75 с* качествен­
но имеет такой же вид, как в случае однородного слоя, а при /^1,5 
возникают круговые области растягивающих (положительного знака) 
напряжений, которые при убывании начиная с некоторого момента, 
концентрируются вблизи контура площадки контакта.

Решение задачи (1.1) для кольцевого штампа дается в двух раз­
ных формах, совпадающих в численном виде. В первом случае за­
дача (1.1) сводится к интегральному уравнению для ?։(л) (-’) 
I

-(1— х։)/х—Ро ?։(*) + 1
। 2 г *—Ро

р.
где

Л',(д', /) =а7
2(1-у1)Л1|(х, О (
-/(х+р0)(Г֊| Ро)

л(?)Ш 3)/։(СМЗ (1.3)

(1.4)
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А-

Ре

а Д(3) известная ф\нкппя, убывающая на бесконечности по 
нении я.плом) шкону. Во втором случае за дача (1.1) сводится 
тегра.и.иому уравнению для ф։(х) (а).

(1.5)

экспо- 
к 1111-

где

о17

1

ж

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

К.,(х, I) = а7 2(1-у,)Л/,(л, /) 
к/(1+л-)(Ц-/)
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11нгеш иннос ть давлении штампа р{'*) — ®д(р, I) выражается через 
функции ®։(х) и ®։(х) по формулам:

?1('. О
/ 1 -р2

(1.10)

/>(р) =

р

(1.11)

в которых в явном виде выделены особенности на внешнем р=1 и 
внутреннем р = р0 контурах площадки контакта и подчеркнута оче­
видная зависимость ?։(л՜) [и 'р3(л՜) от параметра /, т. е. а։(х) = 5։(/., д'), 
?2(х) = ?։('•, х). Явное выделение особенностей р(р) на обоих конту­
рах кольцевой площадки контакта и яви.шсь целью дублирования 
решения задачи (1.1) Используя оба подхЯа. реализовано численное 
решение задача (1.1) о давлении кольцевого штампа на двухслойный 
пакет. Расчеты проводились при параметрах й։ = 100, /։ = 0, 95, >։ = 
= >։ = 0,3, Ро = О, 5. На рис. 2 показаны графики осевых перемеще­
ний и։* = 1ф£1то|/(|-|-->1)дА и интенсивности давления штампа з:: 
= /?(р)/А на внешней поверхности пакета при / =0,5: 1, 418; 2. Слу­

Рнс. 2

чай X = 2 качественно соответствует однородному слою. R случае 
/=0,5 вблизи внутреннего контура площадки контакта ^ возникают 
растягивающие (положительного знака) напряжения а*, обраща-
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ющиеся в I ня самом контуре р = ру = О, 5. (ля фиксированного 
о0 =// величина / - 1. 118 определяется из условия «.„(/, о’) 0 и со­
ответствует случаю /,(&’) = 0» ког та реализуются решения задач о 
давлении на п.'н ст кругового штампа или кольцевых штампов при 
ри<4’ с учетом отхода упругой среды от их оснований соответствен 
но в круге пли кольце ри^р что подтверждается графи­
ком осевых перемещений и՛* при X. = I. 118.

2. Осесимметричный изгиб слоя под действием кругового или коль­
цевого штампа. Пусть бесконечный слой произвольной толщины II за­
креплен на верхней н нижней граничных плоскостях при г си на его 
верхней граничной плоскости тепствует кольцевой штамп а г Ь с 
плоским основанием, причем Ь<с, Примем начало отсчета цилиндри­
ческой системы координат г. г на нижней граничной плоскости слоя 
и пусть ось Ог совпадает с осью штампа и направлена вверх. Введем 
безразмерные переменные®', г/Ь, / г/// и зададим краевые ус­
ловия задачи следующими равенствами:

при I — 1

при / = 0:

О = | ֊Л (Ро Р < 1) 
2( 1 — ՝<2)Ь I 0 (р։ < р <о©)

сИр- О=0(0^р<ро, 1<Р<Р!); 
•гг(р-О=0 (()<',<>)

- ֊ 0 (Рг < о <оо)
2(1 -У2)Ь

Мр. 0 = 0 (0<р<р։);

"гг(р, 0 = 0 (0^р<оо)

(2.1)

(2.2)
(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
Величины отношений 1=Н1Ь. , р։ = с.;7?>1 являются харак­
терными параметрами задачи (2.1) (2.0). Пусть напряжения <зж(р, Л 
на верхней и нижней граничных плоскостях выражаются некоторыми 
пока неизвестными функциями

3Лр. О|<-1 /Л(р). М.". 0|/ и Л’о(р) (0 р<оо) (2.71
представимыми через интеграл Ханкеля:

А(р) = ) ?А('0Л(р»^>. А(?) = ?РЛ(р)4(Р?)<Ф (7 = 0, 1) (2.8) 
и и

Как показано в (3), осевые перемещения ге»(р, /) на верхней и ниж­
ней граничных плоскостях слоя при краевых условиях (2.3), (2.6). 
(2.7) с учетом (2.8) имеют вид:

£ге(Р, 1}

2(1--,2)6 , а10(М(?)4(р₽)//₽,
3 о

(2.9)

/-^(р, /) 
2(1

= ( М?)/>1(?)4(р?)^֊- (’А,ю(?)/4.(?)Л(Р?)^
Г-0 V и

" О

(2.10)
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।де △//(?) (Л 7 = О» 1) -известные функции, причем I (/ =
=0, I). до։(?Ь Д1оС*) убывают на бесконечности по экспоненциальным 
законам. Заметим, что при получении формул (2.9)—(2.10) и работе 
(’) был устранен математический дефект, связанный с расходимостью 
интеграла Ханкеля для осевых перемещений слоя ®(р, /) даже bc.iv- 
чае статически уравновешенных нагрузок (2.7) на его верхней и 
нижней поверхностях.

Подставляя (2.7) —(2.10) в краевые условия (2.1) (2.2), (2.41, 
(2.5). получаем систему парных интегральных уравнений относительно 
^(3) •> А(?)« Затем система парных интегральных уравнений извест­
ными методами, изложенными в работах (2-3), сводится к системе ли­
нейных интегральных уравнений для трех неизвестных функции двух 
разных видов, позволяющих выделить особенности на обоих конту­
рах площадки контакта кольцевого штампа со слоем, как в 1 в за­
даче для пакета слоев. В первом случае система линейных интеграль­
ных уравнений для новых неизвестных функций ?։(х), >։(х). !>։(л-) 
имеет вид:

-/х-Ро ?,(.։)+ 1'ЩХ! э,(/)Л)+ ;՛ 
- .) Г Ро и

р» Р>

$,(Х, /)>,(/)(//֊}

р //X
4* I НИ' = - у—— - (о0 <С л 1)

3 У *+Ро
Р։

(2.9)

։ г
-!,(*)+ С?,«№+ ( $։(х.
" Л > Ро О

р. я

$.(.г. П11,(ОЛ=0

ДО

(ОМ
1

?,(')'։/ I
?1

■х-

4 - у 5в(х, = 0 >Р>)
р|

Здесь ядро 5։(д-, Г) = Л'1(л, О определяется по формуле (1.3) с уче­
том (1.4), (1.5) и Д(р) - Дп(?)-к 5а(л*. /) - 5\(/. л), а ядра 5/(л\ /) 
(/’ = 3,4, 9) выражаются формулами:
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5Дл. է) = Л- | տյո (/?)/։(х, 
о

<Տ՚ 4 ( I —

□0+/ ք |ձ„(?) I I Տ||>(.րՅ)/,(/.?)</?, 
и и

5\(х, /) = I |ձ։ւ(?)֊11 տ!ո (Л-?) Տ1ո (/?)</?, (2.13)

\(х, /) — յ Հ0(£)տ1ււ (лЗ) տհւ(/ք1)մ?,

\(х, է) = -է Ռ01(3) տ!ո (хЗ)/,(/, ?)</?, 
0

5ь(х, է) = — ТД01(?) տ1։1 (*?) տ|ո (40^?. 
0

ձՀ(.ր, /) = ) խօօ(?)-1| Տ1ո(,հՅ)տ1ո 
0

где /։(х, 3) определена формулой (1.5) Давление под штампом р(р) 
выражается через <р։(х) по формуле (1.10).

Во втором случае задача (2.1) (2.5) сводится к системе линей­
ных интегральных уравнений (2.12) для функции <?8(х), %(х) 08(х), в 
которой ядро £։(.г,/) = А'2(х,/) определяется по формуле (1.7) с 
учетом (1.8). (1.9) и Л(₽) = Д1։(₽)-1, $8(х, !) - £.։(Л х), а ядра 
5/(х,/) (/ = 3.4...., 9) выражаются формулами (2.13) с заменой 
/։(х, В) на /2(х, р) (1.9), р0 на 1. Давление под штампом р(р) выража­
ется через г։(х) по формуле (1.11). Если при изгибе слой отходит 
от основания кругового или кольцевого штампа, то неизвестный па­
раметр р0 определяется из условия <р8(Х, р0) = 0.

Институт проблем механики Академии наук (ХСР

Վ. Ս. ՆԻԿԻՇԻՆ. Դ. II. ՇԱՊԻՐՈ

Աոաձ<|ականաթ յան шЬшпр յան միակողմանի կաս|երոէ| իւնղիրնԼր կ ո նա ակտ ափն
Լարք ած ւաք / սւրէԼոսէ առաձցական շերտավոր էքիշավայր!է

կ1"ր հ օղակաձև կոշտ ղրոշմն երի ներմ ղւէ ան ժամանակ ձղող կոնտ ակտայի^1 
լարումների աոաշացման հնարտվորսւք!յունլՀ կոնտակտի մեշ ղսէնվող 
մինների մ ի շ և լրիվ կոն տակտի ա ոկա {ութ լան ղեւղ րում:
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