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С №. Мхитарян, С. С. Шагинян

О напряженном состоянии бесконечной пластины с круговым 
отверстием, расслабленной двумя радиальными разрезами

(Представлено академиком АН Армянской ССР II X. Арутюняном 13/1У 1976)

Исследованию напряженного состояния бесконечной пластины
круговым отверстием, расслабленной двумя радиальными 
различных видов посвящены работы многих авторов

разреза ми
В больший

стве указанных работ решения этих задач сведены к решению сингуляр
ных интегральных уравнений 
ной функции, ядра которых

относительно некоторой
имеют особенность тина

последних уравнений строится известными

вспомогатель
Коши. Решение

асимптотическими или что
часто встречается, численными методами.

В настоящей работе при помощи одного способа, отличного от уно 
мянутых и представляющего, на наш взгляд, самостоятельный интерес 
строп гея эффективное решение задачи о напряженном состоянии бески
печной пластины с круговым отверстием, когда имеются два разреза
одинаковой длины, расположенных на одном и том же диаметре По
строенное решение позволяет со сколь угодно большой 
делить поле напряжений и перемещений в пластине.

точностью опре-
Этим способом

можно получить решение такой же задачи в случае нескольких разрезов 
I Пусть в бесконечной пластине с круговым отверстием радиуса

/<• имеются два разреза, расположенные на продолжении диаметра ог 
всрстия и не выходящие на его контур. Пусть далее, такая пластин.
деформируется единичными противоположно направленными сосред* 
точенными силами у, приложенными в симметричных точках вещест 
венной оси (рис. I). При нулевом напряженном состоянии на бесконеч 
кости, требуется определить поле упругих смещений и напряжений 
рассматриваемой области. ■

Па основе решения последней задачи при помощи принципа нале 
женил легко может быть получено решение этой же задачи, ног 
пластина на бесконечности равномерно растягивается нагрузкой пР1 
извольнон интенсивности, или когда на некоторых отрезках веществен 
пой оси она нагружена касательной нагрузкой произвол» ион интеиси» 
ности, или же когда на пес одновременно действуют обе эти нагрузМ 
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Заметим, что поле упругих элементов разбираемо» та тачи можно 
представить в виде суммы двух полей. Первое 111 них соответствует 
пластине с круговым отверстием без разрезов подвергавшився дейст
виям двух единичных противоположно направленных сосредоточенных 
сил <7. Второе соответствует пластине с круговым отверстием, расслаб
ленной двумя симметричными радиальными разрезами, под действием 
симметричных нормальных нагрузок, приложенных только на беретах 
разрезов. Определение первого напряженного состояния при помощи ап
парата интегралов Коши (|0) приведено в работе (").

Рис. 1

Для определения второго напряженного состояния будем рассмат
ривать, вследствие симметрии, только одну четверть исходной области, 
.тля которой граничные условия поставленной задачи запишутся в виде

(г, 0) = т,й(г, 0) =-<•«(/■, т./2) = 0, (/^г<оо) (1.1)

Ог(/?, 6) = м(Я, ©)=(>, (0 0 «/2) (1.2)

V։ (г, -/2)=0, г”(г։, г։), з6 (г, тс/2)=Д(г, /), г£(г|։ г,) (1.3)
Здесь непрерывная от двух переменных функция I) представ

ляет собой нормальное напряжение на месте разрезов первого напря
женного состояния с обратным знаком Она легко определяется и имеет 
известное выражение.

Условия же на бесконечности будут:

6), «в (г, 6), ~гб(г. б). ^(г. ®). ъг(г, б)-0 пр» г-оо.

2. Приведем известные формулы комплексного представления ком
понентов смещений и напряжений в плоской задаче теории упруго
сти (10)

2р( Уг 4֊ /го) =» ₽֊'°(/<р(֊-) ֊г?Г-) - И*». (2.1)

О г - /м = Ф(г) 4- Ф(-) - *2'® (гФ'(г) 4֊ ч’’и)). (2.2)

аг4-зв = 2|Ф(г)-|-Ф(г)|. (2.3)
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Представляя голоморфные в рассматриваемой области функции 
<р(г) и Ь(г) в виде ?(г) = Ф։(г, 0) + /?2(г, б), И*) ='ЫГ« 6) НФ։ (г, 0), 
где ®Дг, 0) и •!>;(/-, б) (/=1, 2) комплексно-сопряженные гармоничес 
кис функции, из (2.1)—(2.3) можно получить выражения компонеи 
тон смещений и напряжений через функции <р7(г, б) и |Дг, б) (/ 1,2)

Приступая теперь к выводу основного разрешающего функцио
нального уравнения сформулированной выше задачи, неизвестны* 
гармонические функции ?Дг. б) и ՛!>.(/-, 0) представляем в виде

ею

%(G®)= -1 (-֊) XslnM 4 С 
п и\К / J о

sh/OJ?

Входящие сюда коэффициенты разложении Д„, А„, Д, /<, А и 
числа /•„ (//=0, 1, 2, . . .) подлежат определению. Принимая

Д=0, В= -L, К 4֊U=0, ).„ = 2л | 1, (/?=(), 1,2,...)

можно убедиться в выполнении условий на бесконечности п граничны՝ 
условии (1.1). С другой стороны, из граничных условий (1.2) полу 
чаются некоторые соотношения, выражающие коэффициенты Лп и Л 
(/7=0, 1. • • • ) через коэффициент L = /.(>). Таким образом, onpt 
делив Д = £(/.) можно определить все коэффициенты разложении и1 
тем самым, решить поставленную задачу.

Удовлетворяя граничным условиям (1.3), после некоторых one] 
раций, для определения коэффициента £=£(/.) получим систем՝ 
парных интегральных уравнений I

<*> I
— /Z.ch — cos In =0, r^(r1։ г8)

•в

(I

где Н*(г,/.) известная функция, 2Л/г(г,/)—Д(г,/), а г постояни*1'
ин тегрирования. подлежащая определен ню. 
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Далее принимая

— I /./ сИ — соз (11п — \(1/ = । (г>՛ г»։
г 3 2 \ ' I //(г), г£(л1։ л.)

после некоторых выкладок, относительно функции /,(/■) получаем ин
тегральное уравнение Фредгольма первого рода

п (2.4)
I

де непрерывная от двух переменных функция А/?(г,8) выряжается 
формулой

Л'ИГ. 5) = IП(Г + Л) -| + /Н + 2№-Г)г5 _
т Н- R* (г'х* — ОТ (г*.ч* - ОТ

2г$(г8 - /?а) 2/-у(.зг-/?=) 2ОТх 2г , 2л 2/?
г2№ /Д г2х2 R* г25։_/<н : ֊9 г г?'

(г։ ■ Г, ?)
В частном случае, когда /? —О получается интегральное уравне- 

ие задачи для бесконечной пластины, расслабленной двумя симмет
ричными разрезами. Л если в последнем положить г։ = 0. то получим 
нтегральное уравнение задачи, родственной задаче Гриффитса (’).

3. Определяющее интегральное уравнение (2.4) решается при по- 
1ОЩН аппарата ортогональных многочленов Чебышева первого рода 
Подставляя искомое решение в виде

/,(а) = 1 _ (у 
\ Г2 - г, /

/25֊Га-Г, \ 
т ( Ь

\ Г2-П /

(г, 5<г„) (3.1)

др 1Л/п]~,_о неизвестные коэффициенты, обычным способом отно- 
ительно них получаем следующую бесконечную систему линейных 
’равнений

хп _ (1тпхт — (Л —1, 2. . . .) 
т I

Здесь введены обозначения:
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'I

л 1, 2. • • •

а функции и„ |(х) (// — 1, 2,- • • ) многочлены Чебышева второго 
рода. <|

Коэффициент хо=О, что вытекает из условия

-//(г)г/г=О,

'։
которое в свою очередь вытекает из условия непрерывного продол
жения смещения тц (г, ~/2) на концевые точки разреза г։<г<>։.

/(стальное исследование полученной бесконечной системы мож- •»
но провести известным способом (”12).

Таким образом, определив функцию /,(г). постоянную с можно 
определить из исходного интегрального уравнения (2.4) подставив я 
него выражение этой функции. |

4. Для определения коэффициентов интенсивностей разрывающе
го напряжения, заметим, что для него имеет место представление 

где //[(г, х) известная непрерывная вместе со своими частными про
изводными любого порядка функция.

Подставляя (3.1) в (4.1), после некоторых вычислений, для 
коэффициентов интенсивностей будем иметь

ео
/7(г։) = Пта0 (г, тг/2)/г1-г= г։ 2 (֊!)%, Г-*Л։-О I

ео
Мг։)=11та0 (г, к/2)/г—г,=/г։—2 хт.

г-г.+О те-1

Институт механики Академии иаук Армянской ССР
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•||ПГ и1Г1<{Гги| шГи|Ьгу 1нигр111р։шГ1 риг (| шДш ф Г| |ф(ни1ф йилфП, Ьгр 
||1>гр|1(1и рп1|ш<р|шЛ |Д Ьг1|П1 ти։пШ1| 1]1И|[։Г1 С11>гДЬгп։|

0>2(ии։ Шч/Ъг}/։ 1/1 шни/ / 1ц/1р иЛдф/и[ ш/1^/I ։/•! ( шЪ УшДир и/пи/А' 
/1ш1/шЪп։Р1шЪ I,ип!р 1ш"1/ !шрР Лрр <шррп।рЛр рпс1шд1[шЛ .
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}ա„ավ։ւաւ1ւն a ! .

<■ 'էտ,խ..էԿ„.Ն,, ,ա
ոպղովյոէն OtU7„7 երկ,,, կենտրոնացված ուժերով, 

,, „ч„,А,+„,л„,им 
տրրու քթում I Jl

.„ft,..1,1,>л֊ш J <։,,(„z,ri։Z z # 

աոաջին սեռի հավասարման լուծ մանր,
91.,./.^ օրթ^ն^ ,Ы,,/ք,^ նւվաէ /։նտլ

րԿ..1ա, ւ հտ,րաււյ1.ք, հանւ,ահա!վա1ւան հա,/ 
ւսա/սրք սի ստեմ ի ր*ւծմ աս րւ '

Ստացված են րանաձևեր, որոնք, հնարավորովլուն են տալիս որոշեր,, 
րայրայսղ րսրո,մների ինտենսիվությունների ցործակիցներր ճեղրերի ծայ
րակետերում t
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