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Разложения пектор-функций, определенных на области 
с конечной группой симметрии, в усеченном случае

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А Александрином 30/V 1976)

В работе (’) в общем виде построено разложение функции /л 
определенной на области 2* с конечной группой Н симметрии. 
Однако, если эта функция обладает некоторыми свойствами симметрии 
по отношению к операциям группы Н*, то практическое применение 
указанного разложения по функциям, преобразующимся по неприво
димым представлениям группы Н*, в ряде прикладных задач ме
ханики (։՛2) оказывается излишне громоздким, а иногда даже нецеле
сообразным.

В данной статье исследуются разложения вектор-функций р . 
(? = 1,2,..., т. ), преобразующихся по т. - мерному неприводимому 
представлению подгруппы Ни определенных на области 2*. 
Этот важный для механических приложений случаи по предложению 
члена-корреспондента АП УССР М. Г. Крейна в дальнейшем назы
вается усеченным.

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю признательность 
М. Г. Крейну за внимание к его работе.

1. Вводятся следующие обозначения: т* и т — порядки групп 
Н* и Н\ х — индекс подгруппы Н\ /1* £ Н* и й / Н — элементы со
ответствующих групп; т* — размерность представления 
(/=1, 2 х)—элементы, порождающие левые смежные классы Л10*//
при некотором разбиении группы Н* на эти классы; й*Л/(Л*)՜’ей/* 
— подобная Н подгруппа, порожденная элементом Л*, (Л) (Р. ? =
= 1,2, .... апЭ и Х’Р¥(Л*) (р, <? •=- 1.2, ..,«*) — элементы матриц, отве
чающих операторам -:,(Л) и т*(Л*) представлений ", и <; йи)* — еди
ничный элемент; /, и ՝/„’ — характеры неприводимых представлений 
Т, и т*.

Под /гр понимается заданная на 2* вектор-функция, значение 
которой в точке х£2*

Л*/?(л) = А*|д(Л,֊|л)| ух(;2*. (1.1)

и чти
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Говорят, что вектор-функции р.я (?—1.2, ..., т ) 
ются по представлению группы //, если

А/л. =2 ЛЬУРч \-fik н (6=1,2...., т .). 
1

преобразу-

(1.2)

Предполагается линейная независимость функций 1г1'''р.^ ({= 
= 1, 2,..., х; л — 1,2, .... /н), которые, следовательно, порождают 
т • х мерное пространство А. Подпространство (Г =
= 1, 2, ..., х) натянуто на т. вектор-функцнй /111)*р^ (<р = 1,2, .... ///.). 
Очевидно, что

(1.3)

Основываясь на известных свойствах (' ‘) разложения группы Н' на 
смежные классы по подгруппе //, можно показать справедливость 
следующих двух лемм:

1емма 1. Пространство /. инвариантно относительно всех 
эле ментов группы Н , причем иля каждого элемента И и 
каждого значения / = 1,2, .... х найдется такое целое положи
тельное число А^х, что

Л*А<'>*/Д,££|») (^ = 1,2, .... ///,). (1.4)

Лемма 2. Если элемент И*. А(,)* а вектор-функция
р^1(п, то

Кроме того, из соотношения

А<'>*Л(А’О*)֊’А<^ = V
(.-I

(1.5)
(-4 = 1,2......../И,; /=1,2, .... х)

вытекает
I е м м а 3. Подпространство А(/’сА (6=1, 2, ..х) инвариант

но относительно подгруппы А/(А,,։*)”1г.Н*.
2. В силу леммы 1 пространство А преобразуется по регуляр

ному представлению Т группы А/*, для которого

Т(Н*)р = !Г'р ур(;1., (2.1)

В качестве базиса в А естественно принять систему вектор-функний 
А(/ = 1,2....... х; «=1,2,..т՝), нумеруя их в следующем
порядке: //<>)♦ Ла>* /Л?....... Д(0* № ’рУ1, А<2>* р.2........
Р-т.,..., р,1, р-.ту- Тогда базисные функции с номерами
т.(( — 1)4֊«р (^ = 1,2........т.) образуют базис в подпространстве
А"'с:А (/=1,2, .... /).
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Теорема 1. Неприводимое представление группы И вхо- 
(him в усеченном случае в регулярное представление Т мп ой груп
пы /* раз, причем

<:=֊֊ s
т “и

(2.2)

Значения характера / представления Т могут быть записаны в 
виде

t mJ
/.(*•) = SS /։։(А) \-Л >£//•. 

t - I f (г 1)т , + I (2.3)

В соответствии со способом построения базиса в пространстве /. из 
лемм 1, 2, 3, а также формул (1.5) и (2. 1) следует, что при любом 
значении / = I, 2, ..х

/_,(А) \ /Г =ЛР)ШЛ(Л<'»’)-1;

Согласно общей теории представлений групп (2-3)

Z х(Л*) /Ж)- 
в’ен-

(2.5)
m

Отсюда, опираясь на соотношения (2.3) и (2.4), легко получить:

/-։ п$н

Так как характер представления на сопряженных элементах группы 
принимает равные значения, то последнее выражение без затрудне
ний преобразовывается в искомое (2.2).

Следствие. В пространстве преобразующемся по пред
ставлению можно выбрать стандартный относительно пред-

А
ставления т, базис, в котором матрицы т*(А) операторов -*(Л) бу
дут квазидиагоналъными, а именно:

Ч‘>(Л)

= уЛ е АЛ

>(Л) 
Д.(Л)

(2.6)

195



причем представление В^ группы Н, порожденное матрицами 
В». (И), нс содержит неприводимое представление ' , а

Это следствие немедленно вытекает из теоремы 1, так как 
определенное по формуле (2.2) число Г согласно выражению (2.5) 
показывает, сколько раз неприводимое представление входит в 
представление редуцированное па подгруппе Н.

В дальнейшем предполагается, что матрицы “,*(// ) записаны в 
стандартном относительно представления т, базисе.
3. В монографии (’) построены специальные операторы

(3.1)

действующие в пространстве 1.(р), порожденном вектор-функцнямп 
// р (А £/7 ) и преобразующемся по регулярному представлению Т 
группы Н . Операторы Р\,у' обладают следующими важными свой
ствами:

(3.2)

где /’!/.,’(р./ = 1, 2, ..- р-я базисная вектор-функция /-го под
пространства Л,/|‘(р)с:А(/7), преобразующегося по представлению

(Р. /. /, ?=1, 2,..., К): (3.3)
♦ т

/> = 2 2 Р'Р'Р- (3.4)
н /— *

В формуле (3.4) при суммировании индекс ц пробегает все номера 
представлений входящих в представление Т.

Нетрудно убедиться в том, что Цр^>) = А (ф=1, 2,..., т. ). 
Это позволяет использовать в дальнейшем выражения (3.1)—(3.4). 
Следует только иметь ввиду, что в усеченном случае некоторые из 
операторов (р, /= 1, 2,..., т*) будут переводить функции р.7 
(? = 1,2, ..., я?,)в ноль.

Теорема 2. В усеченном случае разложение пространства 
рассматриваемого кан Цр,?) (<? = 1.2, ..., т. ), осуществляется 

операторами

(Р = 1, 2........г = 1,2..................Г)

и инвариантно относительно индекса о, причем

т ,п* р|И-»И.+ Г,, „•
тл Г|
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Хл"’7М(> = 1,2........../«„■; Г = 1. 1....... » = I, >..................«<.). (3.5/“ и
В самом деле, при разложении пространства Цр,г) (? = 

= 1,2,..., /и») согласно выражениям (ЗЛУ и (3.2)

т
риг = _' 5 ;/(ЛигЛ)Л^>-А/л₽ = ^֊ 

(3.6)

!* * --------------- т, _________
*.?, 2, <•»•/= ՛•2.... <՝

В соответствии со следствием из теоремы 1 и выражениями (3.1), 
(3.3) и (3.6) при вектор-функции д‘Л’=0 (р=1,2.........т').
Если же /^Гт,, то, положив /= (г — |)/п,4֊а, где г^т., с помощью 
того же следствия и формул (3.1), (3.3) легко найти, что

кР-г — %.(г—1)/п,+•/>»։• (3.7)

Из вышесказанного вытекает, что все операторы (3.1), кроме 
перечисленных в теореме, переводят функцию р,- (з=|,2..........т.)
в ноль. Подстановка соотношения (3.7) в равенство (3.6) окончатель
но доказывает теорему.

Вектор-функцию р'^г (р = 1, 2, ..., т') естественно трактовать 
как р-ю базисную функцию г-20 неприводимого подпространства 
Ацгс/- (г =1.2....... /,’). которое преобразуется по представлению т’.

С помощью теоремы 2 легко построить аналог выражения (3.4) 
в усеченном случае:

Теорема 3. В усеченном случае имеет место следующее 
разложение

I"
Р՝г — ?!. РцЛг—П'п^+у.г (՛■? 1, 2,..., т.),

|1 г-1
(3.8)

где индекс р при суммировании пробегает номера всех неприводи
мых представлений входящих в соответствии с теоремой 1 в ре
гулярное представление Т группы Н*.

В заключение нужно отметить, что исследование, проведенное в 
настоящей статье, включает в себя, как частную, задачу из (’) о 
разложении функции, определенной на области Чанное в работе 
(։) решение отвечает усеченному случаю с подгруппой Н, состоящей 
только из единичного элемента.

Одесский ннженсрно-стро||те.'1Ы1ын институт
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II. է ՐՈՒՐհճԿԻձ.

Հւսսււսծ ^Լււ|էււսք ս|ւմԼսւր|ւսւյ|ւ ւ[Լւ՝ք աւ|ււր |սմ|>ա| ւո|ւրւււյ|>ոււք ргпм|ц1Ь 

ւ| I» 1|աոր-ֆՈ11ւ 1|«||ււս1ւI»ր|ւ ։| Լրլածուр ।и11ւр

//*Аխանիկալի մի չար^ կիրաոակտն խնդիրներում (*'*) էապես ւպսւէո*
'ղործվտմ է Н* հիմետրի\ւ>լի խմբով օմտվտծ տիր/սլթամ որոշված [)
վեկտսր֊ ֆ ւրւնկցիտչի վե րլա ծ ա թ րսն ր (*)/ 4ակալն, եթե /) ֆունկցիան ձևա֊ 
փոխվում հ 4հՒ1^ ենթախմբի չբերվող ներկա լացա մ ով ֆ ապա ալքք վեր*

արղլուն քնե րր րնղհտն բ ացվ ում են թեորեմ 1. 9^ 3*^4.«/ ալնպեէ/, որ նրանվէ 
մնամ են էֆեկտիվ նշված ղեպրի համ ար, որր կոչվում է հատած։ Թեորեմ 

էոպացուղվա մ է9 որ հատած ղեպ^րսւմ ոեղուլրոր ներկայացման մեջ 
ւ1սւնող //* խմբի ~ չբերվող ներկայացման թիվր ղւոնվու մ է (2.2) բանա
ձև ով ք իո 1/ որե») Յ^ում րերվէոմ է վ եկա ո ր-ֆ ունկ ղի ա (ի վ ե ր քո ւ ծ ու թ լան
(3.8) րնղհա^ւոէ ր տեսրբ։ ք) րաղիսաքին ֆսւնկցիաներր (3.8)*///*^ որոշվում 
են (3.5) աորնչ ա թ /ամբ է

1/իմե ս*րիկ մե քոանիկական սիստեմի լարէք ածա^դեֆ որմացիոն վիճ»ոկր 
բնտ թաղբող վեկտո բ֊ֆ ունկցիանե բի պրակտիկ վե ր լտ ծ ա թ լանը (2.2), (3.5) 
(3.5) բանաձևերի միջոցով ղմ վարա թ լան չի ն ե րկա րսրն տ ։ք ։
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