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Смешанная граничная задача теплопроводности для прямоугольника

(Приставлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 3/VI 1976)

В работах (' ') даны решения смешанных краевых задач теплопро­
водности для бесконечного цилиндра и полуплоскости. В настоящей 
работе приводится решение задачи плоского стационарного распределе­
ния тепла в прямоугольной области при наличии теплообмена с окру­
жающей средой, когда коэффициенты теплообмена произвольным обра­
зом изменяются по контуру. Предполагаем, что внутри области имеются 
источники тепла, интенсивность которых линейно зависит от темпера­
туры тела. Функция распределения температуры (7(х, у) удовлетворяет 
уравнению

<PU
dx2 ՜' dy2 — 7(7-------- Т£'(Л', у)

Ն
(1)

и граничным условиям

Му)17о(у) {Д0.у)|:
օւ
dx

=Л1(у)[7'1(у)-^(с. У)|:

(2)

dll

dy у-о
hi(x)\Slt(x)-U{x. 0)|; dU

ду y֊j
֊֊ А3(л)|5,(х)-(7(х, ժ)|.

Здесь Л(/у). А,(у). Лг(х), А3(х), 70(у), 7\(у), 50(х) и 3\(х) -со­
ответственно коэффициенты теплообмена и температура окружающей 
среды у границ х = 0, х = с, у = 0 и у = (1. Относительно этих 
функций, а также и՝(х, у) предполагаем, что они имеют ограничен­
ную вариацию. Кроме того, исходя из физического смысла, предпо­
лагаем, что коэффициенты теплообмена неотрицательны, а также, что 

Прежде, чем перейти к нахождению решения, преобразуем 
граничные условия (2) к следующему виду;

dU
dx

+WI. y) = A»(y)7„(y)- |Л„(У) ЛДО(0. у);

146



где

дЦ
дх

+ ».№. у) = Л,(у)71(у)֊|Л,(у| Л,-|77(г, у);

3֊1 |֊А2Ъ’(а-, О) = Л2(х)5о(х) —|Л2(х) О);
ду 1у • о

ди

С)У у. </
-| а;с/(х, Л = //3(л-)\(л-)-|А3(х)- И:л\Щх, С1},

л: л;

(3)

X.

а

о

а

: л; =-^- 
о

Г

и о

Разложим далее £/(л\ у) в рал

у)= Л(-<)т^(у).
Л-О

а
где Д(л') = 1। £7(л\ у)'б/г(у)^у, а ^(у) являются собственными функци- 

и
ями краевой задачи

’|"(У) + Л(У) = О; -ч'(О) 4-^(0) = = 0 (5)

и имеют вид:

т/л(У) =
,, л? (л;+^(тж?3-) 

7;
причем собственные значения являются корнями трансцендентного 
Уравнения

1£ и (1 =
1л(Л5+Лз)

(6)

Функции -^(у), ортогональные и нормированные в |0, <7|, сос­
тавляют полную систему (’). Заметим, что корни уравнения (6) за­
ключены в пределах (Л)

л;+л; г 2(лгчл;х/4-(л?+лГ)^ ֊՛ л^+л;
т+ 1+՜ йм ' '

Для определения коэффициентов разложения (4) умножим 
уравнение (I) на ^(уИу и, проинтегрировав по у от 0 до </. получим

</
(7* ’)Л(х) ~ 7 ] ՝Л ’ У՝ I 4

и V֊./
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-ч*(0)
ди
ду

(81
у -О

В правую часть уравнения (8) входят неизвестные значения
ди

дов:

ди 
ду

О. Представив их в виде ря-

+ №(*, О) 6/(0)еу(л);

(9)

ди 
ду у-<1

д) = 0/(Неу(х),

где бу(х) — собственные функции краевой задачи

&"(х)+&։б(х) = 0; -6/(0) + Л;0(0) = б,(с)֊гА1’0(с) = 0 (10)

и подставляя в (8), после некоторых преобразований получим для 
Щх, у) следующее выражение

/// 1 V(У(х, ?)= ± ֊.----
/и<°> 1

О

R •^(^) ֊:

(П)

у 0Л(х)
Г'о'И*/*-!- I ^0А(О)М«1>(у)+л^°а(^)>и12)(У)

Здесь введены следующие обозначения

/-Г)<х)=7лсЬ^с-х)֊1 Л]8Ь^(с-х); Ц2’(х) = >*с1т'Ах-|֊Лу*811*Ах; *Л=/7*-«;

с/

Ц = (7Н V? 7л(Ло‘+Л’) СИ >Ас; ^Дх) - | ^(х, у)^(у)^у;

Л1;։)(У) = !Чс11|ч(^ у) + Лз&Ь|^(б/֊֊у); М<*>(у) = насИц*у+А2*811 уку\ 
____  (12)

■11* = (н^Ч-Л’Л՛) зА 4-|1*(л2'4-Аз) с!1 |1<г/; н* = \—“•

Для определения неизвестных постоянных (/ = 0; I)
удовлетворим граничным условиям (3) .Умножая первые два из ус­
ловий (3) на гц,(у)ду и интегрируя по у от 0 до (I, будем иметь
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____ </

<—)1Му)-А“‘ Ктлг I т֊(<’^'°<£։,,‘0>+

+т<»»л/«П) (.°2‘.’1(л}«>оу(0)л։}'|(у)+я<'>бу(г)м-»>(у)) ру^у+Ч";

'<”= - !§г1 ^..7^г |т֊("'> М/о.4-

(13)

^-(л'/’Мом^ч у)+и';'б,к)Л1<7>(у))

___  </

г
1 ** ՝^ (\^) ՛ * IАо(УИо(У) р(Л0(у)-Л;)2£-^—^у(х)А‘։’(х)^л|т։»(у)</у;

О

(14)

•4"=^1][а1(у)Л(у)֊7<л.(у)֊л1’) 
и

^М^2}(х^х Му)^У-

/- о

Аналогично, умножая последние два из условий (3) на 6*(а)г/х 
и интегрируя по х от 0 до с, получим:

У|/(0) /

О

"1"= -ТТ7Г ('1"‘1л>-л։|-о77Т1 I

(15)

+т}’)^)£}а>(х)) 4֊ ?^(я}1’рА(О)+Л/1,0Я‘:)ЛР/>^) е*(хМх4-^։’-

.г
Здесь обозначено:

(I
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(16)

Г Д </) / Г 

и

г

+ /-)*'(*)
X

Таким образом, для определения постоянных т'*>\ /и<Д 11 п°։
лучили совокупность четырех бесконечных систем линейных алгеб­
раических уравнений (13) и (15). Для исследования этих систем оце­
ним предварительно суммы модулей коэффициентов при неизвестных 
в каждом из уравнений. Рассмотрим, например, сумму модулей коэф­
фициентов в А’-м уравнении первой из систем (13):

А(,1)(0) + ъМб/)|

аЛ
л;|

о

а
ГЦ

( [^(у)-^ЬАуЫуМу
о

ОДО)
'.»(УИу (171

Производя оценку интегралов, входящих под знак суммы в вы­
ражении (17). и учитывая предположенную выше ограниченность 
вариации коэффициентов теплообмена, после упрощении получаем

9124/7пс/
Укг2

с!
(181

I

Здесь //0=шах [|МУ)-А*|; ИМУ)—Ло)1: ^(//(у)) — полная ва­

риация Л(у) в промежутке [0, </).

от к Р2, о 124НО</ где Р =------- —

Из (18) усматриваем, что, начиная 
ГС О / Л \

-2
сумма мо-

дулей коэффициентов /?-го уравнения становится

возрастании к стремится к нулю с быстротой

согласно предположениям относительно 
ясь ограниченными г» своей совокупности,

Угк ՛
Л(у)

меньше 1 и при

Свободные члены

и а?(л՜, у), остава-
у бы на к т

. Аналогичные оценки получаем для остальных

с быстротой 

систем (13) иО

а

(15). Таким образом, совокупнее*!*!. систем (13) и (15) квази регуля р-
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о •
са и, согласно теории бесконечных систем (’), имеют место елин- 
нтвенность ограниченного решения и сходимость процесса последо­
вательных приближений. Заметим, что, как показано в работе (2), 
при конкретном задании закона изменения коэффициентов тепло­
обмена и температуры окружающей среды, преобразованием и 
л’й можно значительно усилить быстроту убывания коэффициентов, 
определяемых из бесконечных систем, что позволяет существенно 
уменьшить число операций, необходимых для получения заданной 
точности решения.

Институт математики Академии наук Армянской ССР
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