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Линейные ограниченные операторы Ак (/г — определен
ные в гильбертовом пространстве А/, называются дважды перестано
вочными (։), если A* As *= AsAn, Д' Ak(k^s).

Оператор А в Н называется вполне несамосопряженным, если

Н = \/Д*(Д//7), где А/ = — (Д—А *). Символом \ZAk(A/H) мы будем 
ло 2/ л>о

обозначать замкнутую линейную оболочку векторов вида: Akh, k О, 
А £ AJT (2-3).

Л _______
Пространство Н'= \/ Д'."՛ ... Д"*л Ао, h0^H() = [}(А/!)/Н мы будем 

т,..... тя>0 Л I
называть главной компонентой системы дважды перестановочных опе
раторов Д^(А = 1, ..п). Оказывается, что Н՛ является пересечением 
главных компонент (’лз). (тераторов ДА (Л=1,

Возможны два случая:
I. Пространство Н՛ совпадает с Н. В этом случае систему 

дважды перестановочных операторов A^k = I........п) мы будем на
зывать вполне несамосопряженно .

2. Пространство Н՛ не совпадает с Н, Тогда H" = HQH՛ и /7' 
приводят каждый оператор Дй(А = 1........ п). Кроме того Н" распа
дается в ортогональную сумму конечного числа подпространств, 
каждое из которых приводит все ДА (А=1 //), причем на каждом 
из этих подпространств хотя бы один из операторов ДА л)
самосопряжен.

В настоящей заметке мы ограничимся случаем вполне несамо
сопряженной системы Д*(А=1,..., п). Соответствующие результаты 
легко могут быть получены и в общем случае.

Важную роль для дальнейшего играет следующая система 
п

дважды перестановочных операторов. Пусть А) = П |0, I п 
ь-\

мерный параллелепипед, и а*(лА) вещественные, ограниченные, 
неубывающие функции на |0, А*|. Обозначим через 7А (А = 
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= 1, ..л) матрицы размера (г г) такие, что ) О при л*£|О, 
Ь* ], ер л* (х* ) = 1, а Тк —инволюции (/-■/*, /*=И), причем:

1. </л(х< )а5Цг5) = ц5(х5)аЛ(л*г) и. в. при хд£|0,£Д р = й, х, (£=#=$);
2. аь (хь )/у = 4<?аг(х* ) и. в. при х*£[0, Ьк\ к /=х);
3. Тк Т$ Т$ Т к •

Введем в рассмотрение пространство М2(Пу.

М’(О) = /(х)^(/1(х), .,/Л(х)): [/(^) П л*(л»)/*(л)йГх<ею։ х = 
V к~ I 
I)

= (*„ ..., хп)С о

г пгде дх = ахг ... (1х/։. Мы предполагаем, что Ш а* (хк ) дх <ос.
I 3 *->I I)
Пространство М’(О) становится гильбертовым после факторизации 
по ядру введенной метрики; его мы и назовем А’(/9). Зададим л опе
раторов в /.;(£)) формулами:

1 . хк
(Д */)(*) = а* (л-* )/(л) -Н \/(х,.........л*_|. /„ , дс»+ь ..хп)а,А*к)Л (2)

II
(/г=1, ..., л), /(л) £ /-;(/)). Легко видеть, что ядро метрики состоит

Л
из таких функций Дх) ^М'2(О), что: П й* (хк)/\х) 0 и. в. при х =

= (.т1։ .... л'д) й. Очевидно, если /(.с) принадлежит ядру метрики, 
то и (Да/), (Л=1....... л) принадлежат ядру метрики. То есть, снс-
тема операторов Д(Л = 1....... п) формулами (2) определена на /.;(£))
корректно. Операторы Д*— дважды перестановочны (£ - 1,..., л).

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а 1. Пусть Д* (£ = I....... //) — заданная система

дважды перестановочных операторов в Н, причем-.
п

1. М. = П(Д* )/Н — конечномерно;* I
2. спектр каждого оператора Д* вещественен (£=1..........л).

Тогда существует пространство £;(£>) и операторы Д* в нем (Ь = 
= 1,...,//) (с.и. (1), (2)), а также изометрический оператор И. 
отображающий главную компоненту системы операторов Ак(1г = 
— I, ..л) на главную компоненту модельной системы операто՝ 
ров Д*(£_1....... л) так, что Аки-՝Аки (Л = 1.........л).

Если у операторов Д*(Л=1....... п} есть невещественный спектр,
то можно построить декретную модель, аналогичную модели (1), (2).

Пусть (11т/70= 1, л=1 и >*• последовательность комплексных 
чисел из верхней полуплоскости таких, что:

х
V | гп ՝кк <гхг, 21 ш X* = ₽£, >0 Л՛, ЛЧоо)
1
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Введем пространство /։(р):

/’(?)= |/(*( (*= 1,
fl

.. ЛО:
Ь* 1

• •
II оператор Л; (А/)(й) = /*/(Л) 4՜ / V/(«)?;. 

1 ” 1
Используя эту модель, можно н теореме 1 освободиться от ус

ловия вещественности спектра.
II. Пусть задана система линейных ограниченных операторов
— 1....... //). Тогда существуют операторы (4) ? и эА (6 — 1....... п)

такие, что ф отображает /7 на некоторое гильбертово пространство 
Е, определенные на Л самосопряженные операторы (/?— 1,...л), 

причем = л). Функция 5(5, X) =
/ П \- I / Л \

= I - /’Ц V / у •* 3*у называется характеристической 

операторной функцией системы операторов Д։, .... Дл, 5Л — вещест-

вепны (Л=1,..., л) и ; = (5’,..., Ел).
Одним из главных результатов теории песамосопряжениых опе

раторов в случае л=1 заключается в следующем. Каждому огра
ниченному оператору, с конечномерной мнимой компонентой и ве
щественным спектром можно сопоставить задачу Коп՛!! па интервале

А-(а(л)—Л)/(Х, ' )+/(-*, /)а(х)7 = 0, 
ах

ДО, /.) - и0. </(х)>0 и. в. при Х0О, I], J

инволюция (2։<) причем, характеристическая функция оператора А 
совпадает с матрицей монодромии этого уравнения УУ(1, /) (5). Ока
зывается, что этот факт можно обобщить на случай семейства дваж
ды перестановочных операторов ЛД/г - 1,..., л). Сформулируем его 
для случая /2 = 2.

Пусть с11т//п = г, С = V Нк и оЛ = 2Р0(Л* )/Р0, где Ро — орто-
Лг-1.2 -►

проектор на О. Тогда характеристическая функция 5(5, /■) может 
быть записана в виде:

5(1, 5) = <

Теорема 2. Пусть Д։, А2 -вполне несамосопряженная сис
тема дважды перестановочных операторов таких, что:

1) dim/У„ = г</Х);
2) спектр Аь вещественен, k—\, 2.
ГогОа существует система гиперболических уравнений в част

ных производных вида:
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с)/51—/(л։, л2)а։(л։)У։Ч֊/— /(х։, х2)а2(х,)У2 -|
дх

֊֊ (У}кчМ-'(
<7х։с*х2\Т

д

/(хр л2) = О (3)

с условиями на характеристиках х* — 0 (6=1, 2):
/^ / 2 \ ।

^7(^։1О)а1(х։)У|+֊( V ?*«*(**)- •/. )/(х։, х2) =— м1(х։);»Г4Л
дх.ХТ / г,-« дх.

#7(0, л*։)аа(х8)/։+ -^֊( V ։*аДх*)_/Л/(х„ х2) = ֊//г(х2);։Г։У։ (4)
I / Г|-0 ОХ2

л„)1 = «,(О)։’Гг/,+«,(О)Е'Г,/1-( «„( У։‘Г,Л
И*-0 \Т* 1.2

ьк
где и=и։(х։)4-//2(х2)-Н/0 шданная функция, причем (и*(х*)и*(х*)с/х, = 

О
= 0(6 = 1, 2), /г0 — константа; а*(х*)>0 при |О, 6>], У* инво- 

**
люции (6=1,2), причем Г* = | л*(х*)</х* (6 = !, 2). По функции

/(х։ х։), являющейся решением уравнения (3) с краевыми условия
ми (4) при заданной функции и, определим функцию V = г^х^-Ь 

4֊г1г(х2)-| 7/0 (I Мл*)а*(л*)^х*=0, 6=1,2; г»0 - константа} следу- и
кнцими соотношениями на характеристиках Хц — Ь* (6—1,2):

։Е7(х1։ 6,)а։(х։)У։+ -^֊ | V е*а*(х*) -Л/(х։, х։) — г'։(х,);2Г։У։
• / л,-д, <>4

/;7'(6։. х2)а։(х։)У24- — ( V ;*аА.(хй)-лУ(х։. х2) =— 1'2(х։)«Т1У։
дх9\ । / Л1_д1 д\г

= г»։(6։);аГ2У24֊7-2(6։);«Г։У։г'г-о

Тогда 5(5, /.) сопоставляет функции и на одной паре характерис
тик (х* = О, 6 = 1,2) значения V на другой паре характеристик

(хк — Ьк, 6=1, 2); то есть 5($, ).)и = V.
Соответствующие результаты, аналогичные теореме 2, перено

сятся на случай произвольного п.
Идею доказательства теоремы и саму теорему 2 в случае г=1, 

«л(х*)=0, а»(хл) = У<=1, (6= 1,2) устно сообщил автору М. С. 
Лившиц.

В заключение приношу глубокую благодарность М. С. Лившицу 
за постановку задач и руководство работой.

Харьковский государственный университет
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Վ. Ա. ՋՈԼՈՏԱՐՏՈՎ

Ьг1|Ш անգամ ա 1>ւլաւ|ւ։ւ|սե||ւ օս|Լրատորնհր|ւ ս|ւստ1>մ6 Ьր|ւ 
եոսւ 1ւ1||սւ 1ւ մույI.լներ|ւ մասին

// հիլրերտլան տարածոլքժ լան մեջ սսւհմանէ1ած /\հ\1հ = 1, . , ) օպե֊
րատորների սիստեմր կոչվում է երկու անգամ տեղափոխելի, եթե =
= <4ձ.<4* ձհ ձ ’ = .4’/Ա (/Հ^Տ). օ *յ

1Լշխ ա տ ան յ*ու ,ք դէտա րԿ‘1 ում են երկու անգամ տեգափոխե լի '\ է օպե-
Ո 

րատորնե րի եոանկլան մ ոգելներ էխում' ալնսլիսին, որ
1 V > -1

վերջավոր չափանի է ե ամեն մի (է = II ) օպերատորի սսլեկտրր
իրական էւ

Л И Т Լ Р л Т У Р А — Դ I' Ա հ Ա Ն (I Ի ք* В II Ь Ն
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