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МАТЕМАТИКА

JI. X. Меграбян

О произведениях типа Бляшке в полуплоскости

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяпом 3/VI 1976) 

Как известно произведение Бляшке

Я(г;г*) = П
*-il- zkz zk 

ас
сходится тогда и только тогда, когда v( 1 -|z*|)<r«o.

В теории классов N,( I <а ею) М. М. Джрбашянп (’) рассматрива
лись элементарные множители вида

Лв(г; ',) = ^1- -^ехр|— U7«(z; Z)|, (1)

удовлетворяющие условию

11m I (г—л)’՜1 log|Л,(.геь, ',)Jdx=O (2)

1 ||֊ЫГ‘’<^
* I

Представляет интерес распространить этот результат на случай 
полуплоскости П+ (1т'>0), заменяя условие (2) некоторыми естест-

г-»1 О

на радиусах г(?'(0^г<1) единичного круга. В работе (1), и частности, 
получена следующая теорема:

Бесконечное произведение типа Бляшке
яе

5,(z;zA) = n A(z;z*) 
t-l (0<|.-<|<1. * = 1.2,...)

сходится и круге |т|<1 и представляет там аналитическую функцию 
тогда и только тогда, когда

(3)
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венными условиями, относящимися к пучку прямых Г?е> -с, перпен
дикулярных к вещественной осп*.

В настоящей статье вводятся соответствующие средние условия 
и с их помощью удается перенести указанный выше результат М. М. 
Джрбашяна на случай полуплоскости.

Применяя результат М. С. Лившица (’), мы даем также реали
зацию полученных классов функций в рамках теории линейных сис
тем с непрерывным временем.

1. Пусть (0<«</ю) пространство функций /(/) (0</<ею), 
удовлетворяющих условию /“ А(0, оо). Оператор Вейля О 1

Эти результаты не могут бы ь получены путем дробно- линейного отображе
нии круга на полуплоскости, так как при агом радиусы круга не переходят и Пря
мые Не X с

Подразумсплется, что оператор Л—® действует по аргументу у (лх-НУ)

определяется на множестве формулой

О- а/( у) ]'/“֊'/(/4֊ у )^Г. 
и

(4)

Нетрудно доказать следующие свойства оператора О аналогичные 
свойствам оператора Римана—Лиувилля (։,э).

(а) Пустьи О ’«/€93?»» тогда И

(б) Пусть / ЭД-.О (։0>0). Тогда, почти для всех у (у>0) вы
полняется соотношение

Нт О-’/(у)=/(у); 
а -(14-

(в) Пусть «()) = а(х, у) —гармоническая в П*- = |/1тХ>0| 
функция, принадлежащая, как функция от у, пространству ЭД,(а>()՝. 
Тогда функция

«,(х, у)=£)-“и(х, у)**

также является гармонической в П*;
(г) Если р — натуральное число, а ОР оператор дифферент! 

рования порядка р и то

/^^/’/(у) = /(у).

Как показывает свойство (б) естественно определение оператора
I) ’ распространить и на значение х = 0. положив

^°/(У)=/(у).
2. Рассмотрим следующую задачу. Пусть р неотрицательное

целое число. I ребуется найти аналитическую в 11+ функцию 
(1т ,>0), такую, что для функции

"/,('•. •) = —֊ ехр | -даД/, ',)) 
X—*
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выполняются условия
1°. log ар(),'.) входит в область определения оператора L) /'■, 
2°. llmD֊Z’log|flp().::)| =0.

*
Заметим, что элементарный множитель Бляшке -—не удовлетво-

А— «
ряет условию ). Однако՝ всегда можно найти «регуляризую
щий* множитель exp | — wp(i: так чтобы выполнялись условия 1°,
2°, причем этими условиями и՝р(): ’.) определяются однозначно. А 
именно, для натурального р имеет место

Теорема 1. В предположении 1т'^>0. функция удов
летворяющая условиям 1° и 2° в полуплоскости 11+ допускает 
следующее представление

(Ь)

где ^р=----- - ------- . Наоборот, если а(/:\) имеет вио (6), то удо-
—

влетворяет условиям 1° и 2°.
В частном случае р= 0 доказывается, что *,) -0 поэтому

’ ’) --

Таким образом, функция ар(>-, '.) является обобщением элементарного 
множителя Бляшке в верхней полуплоскости.

3. Пусть последовательность Р-л1*_։сИ+ и образует ограни
ченное множество. Рассмотрим произведение

* ) = П а»(Х; ).*) (7)

функции ар(>\>к) £=1,2,.... Произведение Ьр('г,/*) является ес
тественным обобщением произведения Бляшке 

сходимость которого эквивалентна сходимости ряда
В*
У 1ш I* < оо.

Как уже говорилось во введении, элементарный множитель 
А,, (г; т() (|г| 1, П<17,|<С1) обладает тем свойством, что сходимость 

м
бесконечного произведения Вр (г; ) =11 Ар (г; г*) типа Бляшке в

Ы
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единичном круге эквивалентна сходимости ряда (3). Оказывается, 
что найденный нами множитель аР(л;՜,) играет в случае полуплос
кости роль, аналогичную множителю А/։ (г: ^). Имеет место

Теорема 2. Пусть последовательность комплексных чисел 
|/ к | - с 11+ удовлетворяет условию

v (Ini Ад. У' ‘<ОО. 

*• 1
(8)

Тогда бесконечное произведение

Ьр{>: 7#) == " ^рО՝՝ * &),

где а(,(>;՛,) определяется выражением (6), равномерно и абсолютно 
сходится в каждом множестве 11 + = ; 1т/7>у>0| и определяет 
функцию Ьр(>.\ /ч ) — аналитическую в верхней полуплоскости, 
обращающуюся в нуль лишь на последовательности (X* |’. Если 
произведение (7) сходится в П+, то последовательность р.Л |- 
удовлетворяет условию (8).

4. Как известно (’), движение линейной системы в зависимости 
от времени / описываются уравнениями вида

. dh 
i — 

dt
4 /Vz = p/(/)t

^//о — ^0

v(t) = Aw(/) — Teh.

где й£Н\ и(/), о(1)^Е\ Н и Е гильбертовы пространства, а
А:Н -Н. ъ*.Н Е, ^'.Е—Н, К’.Е--Е — линейные операторы.

В случае и(1) = ие1и (1т/>о) получим

Л(0 /?(/)"(/), 

у(0 =<$(')"(').

где отображения

/?(/.) =

S(Z) = K—iy(A—II) 1։|»

в совокупности называются открытой системой F, ассоциированной с 
линейным узлом Х = Н\ ф; Е\ ф; К) (2). а отображение 5(7) 
֊ передаточным оператором F (или X).

Решим задачу реализации функций типа (7), т. е. построим узлы, 
передаточные функции которых есть функции вида (7). Пусть 

и а орг пространства Е. Тогда узел X можно записать 
в виде
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А' = (Д; Н: р\ д\ к),

где д = Ъа, ък = (Л, р)а р (- Н).

Рассмотрим следующие узлы:

1. А'о= (АЬ =',к; Н =С։; р. д =2 1гп >, к = 1) (1ш'^>0) (9)

2. = (А; /7=- С։®СХ; р = — //|т (1, 1); д=р\ к = 1) (10)

где А в пространстве // задается соотношением Д(а։, д-։) = А(л։, х։>

3. = (Л; Н-, р- д- Л) (Л = 1,2....... р) (11) 

где /7 = Л2(Л; 0, 2 1т ;) — пространство вектор-функций /(Г) (0
< 21пГ,) со значениями в к мерном комплексном пространстве Л. а

(Д/)(л) = :/(д)֊| (/(/), рЪ д (И (/^Н, 0<х<21т:)

= Чщ ;)~ (1, 0, ..(I): д = ~՝р-, к = 1 р,д£Н}

/-*(♦) = (А /7; р; д; к)

где Л/=/.։(Л; 0,1т^), к—(2к Ър) мерное комплексное пространство

(^/)(-՝) = Ре;/(д') ; / \(^().р)/ (11 
и

а 7 элементы пространства Л (фиксированные элементы //) такие, 
что

(<?, /’)/■=- п“ . - Ьп ;р-՛->
2к - ьр 

Справедлива
Теорема 3. Функция (6) имеет реализацию вида

= Х0(Х) 1/А'։С)И • • • УХрС)УЦС) V' • • • 17, и। ('.) (15)

где Хк(.) (* = 0, I....... /?) узлы вида (9) (II),

-
2 /

— узлы вида (12)*.

Используя теорему о сцеплении линейных 
лучить реализацию бесконечного произведения

11 к(՝) ( к— 1, 2 .,

узлов (2), можно по- 
крО-՛, (-ь) (7).

’ г\'։ V Л'3 означает сцепление узлов Л'։. Л'։, По лтому поводу см. (’)
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В заключение выражаю глубокую благодарность М. С. Ливши
цу за постоянное внимание при выполнении настоящей работы.

Институт математики Академии наук Армянской ССР

Լ. Խ. 1ՈԱ1'1Ա>9ԱՆ

1111Ш1 կI.ի տիպի արտադրյալների մասին կիսահաг ро։ »յиւ('■ ներում

Ներկա աշխատանքում Մ. Մ. Հրրաշյանի ,У„(-- 1<ՀՕ(<Հօօ) ղասերի մի
բանի Հիմնական արդյոէնքներր տարածվում են կի ս ա Հտրթ։нթյան դեւդբի Հա
մար։ Ս տարված են ա րտ ա դր յ ալն ե ր , որոնք Հան դի։։ անո ւ մ են րն ական րնդՀան- 
րարոէմ ր ք՝լյաշկեի արտադրյալների։

հիրաոելով Մ. Ս. Լիվշիցի արդյունրներր, ս։ շ ի։ ա տ ան բո։ մ տրվամ Լ նաե 
ստացված դասերի ոեալիդարիան ան րն դ Հատ մ ամ ան ակ и վ ս ի и ս։ եմն ե ր ի տեսու
թյան շրշան ակներում ։

Л II T F Р А Т У Р А - Դ Г Ա •• IL Ն II I’ Н֊ :1 I) Ի ե

1 Ч 4 .7ясрбаииш. Интегральные преобразования и представления функций в 
комплексной области. Изд. «Наука». М.. 1966. 2 Л1 С. Лившиц, Л Л. Янцевич, Теория 
операторных узлов в гильбертовых пространствах, Харьков. ХГУ. 1971. 3 J.D. Tamar- 
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