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Пусть а0, аг............ ап постоянные матрицы /н-ю порядка.
Обозначим через В9 класс голоморфных в единичном круге ма- 

триц-функцип порядка т, удовлетворяющих условию

(11

и имеющих тейлоровое разложение

ад(',) = н0-1- <7/, -|- (21

Задача об описании класса 5Р составляет предмет проблем» 
Шура (։).

Проблема же Фейера (8) состоит в следующем:
Среди всех решений проблемы Шура найти те, у которых 

зир-норма || гс՛ || - минимальна. Как известно, в скалярном случае 
эта задача имеет единственное решение в виде конечного произведе
ния Бляшке, умноженного на некоторое постоянное. В матричном 
аспекте проблема Фейера вообще говоря неопределенна.

Описанию всех решений этой проблемы и посвящается наст։՝ • 
щая статья.

2) Рассмотрим ассоциированную с данной проблемой матрицу

а0 0 ... О
Պ а0 ••• О

С1п __

Справедлива следующая
Теорема 1. Класс В,, непуст тогОа и только тогда, когда вы 
полняется условие

1 Под нормой || Л Ц матрицы А всюду здесь подразумевается положительны՛ 
квадратный корень максимального собственного значения матрицы А՛ А.
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?*/-/.£• >0, (3)

причем для любой матрицы-функции к'(',)£/? верно неравенство

II II х> II Ь II .
Беря в (3) р = || Л || и сравнивая с (1), получаем: 

совокупность решений проблемы Фейера совпадает с классом В^ц.
3) Ниже дается описание класса Вц с помощью основного 

матричного неравенства, аналогичного тому, что приводится в рабо
те (4). Оно также, как и в (*) выводится из матричного неравенства 
Шварца—Пика (3), путем разумного предельного перехода.
Теорема 2. Класс есть совокупность голоморфных в еди
ничном круге матриц-функций а’('), удовлетворяющих неравенству

Ая(= || ||’/֊£„£;)

/

— [ - а0 ]

|| А ||3/—ау*(^)та(;)

Решение матричного неравенства (I) усложняется тем, что его 
информационный блок Дл = 1.п || •/—вырождается. Это исклю
чает возможность применения упрощенного варианта леммы о неот
рицательной блок-матрице (3), непосредственно приводящего к пос

троению элементарного /-растягивающего
-/ О

О /
кратно

го множителя полного ранга, с помощью которого записывается об
щее решение поставленной проблемы.

В связи с этим удобнее применить пошаговый метод решения 
проблемы, в процессе которого удается последовательно отщеплять 
особенности1, вызывающие вырождение информационного блока Дя։.

1 Т. е. унитарные части матрицы Ьп.
•՝ При вырождении информационного блока стандартный процесс пишагиного 

решения невыполним.

4) Идея отщепления этих особенностей, принадлежащая И. В. 
Ковалишиной, заключается в следующем:

Пусть первые А’ главных диагональных миноров А( (4=0, 1,...
1) информационного блока строго положительны, в то 

время как бе1Д*(= || I» || £л£*)=0.

Положим, для простоты записи, || £„ || =1.
Выполнив первые й шагов стандартного пошагового процесса 

(что возможно ввиду невырожденности матриц Яо> ‘ * ^*-1)» 

приходим к результату:
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общее решение «՛(’,) неравенства (1) представляется в виде Су
перпозиции дробно-линейных преобразований:

= • • • |^֊|С)кА֊|(’>)11 • • • I1. (4)

1 По поводу такой записи см. например (‘).

параметром в которой служит произвольная нерастягивающая матри
ца-функция «>*_.(:), имеющая разложение вида

ш»_1(:)=о‘и+«*;+ • • •+<*<?-*+ • • • (5)

Матрицы-функции (/=0,1, • ■ • , Ь 1) являются элементар
ными / — растягивающими двучленными множителями полного ранга, 
с .параметризацией-

м;)=/+ (!֊:)
а1' “0

(/-ц;;О֊։1Л«'1/ (/=0, 1, • Лг—1)

где цо = яо՝ а\՝ ՛ ՛ ' * а! ’—параметры Шура.

Из-за вырождения матрицы Аь = 1 — ЬьЬ*, что в свою очередь 

влечет вырождение матрицы /—процесс стандартного пошаго
вого решения здесь прерывается.

Чтобы продвинуться дальше, поступаем следующим образом: 
унитарными матрицами и и г», преобразуем к виду

иа^и =
0

где а*—матрица порядка г( /я), удовлетворяющая неравенству

' 0 0 • (6)

Оказывается, тем же преобразованием, к такому же виду при
водится и матрица-функция

0

0

/

(последнее легко вывести из
Теперь, для описания

неравенства Шварца-Пика).
класса нерастягивающих голоморфных 

матриц-функции ш *_։(’,) порядка г, с заданными п- Л-|-1 предписанны
ми коэффициентами разложения

(7)

вводим /г — растягивающий -4 о 
и /,

двучленный множитель

полного ранга
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возможность построения которого обеспечивается условием (6) 
Дробно-линейное преобразование

С произвольным нерастягивающим голоморфным параметром <«»(;). 
определяет общий вид нсрастягивающих голоморфных матриц-функ- 

цнй имеющих разложение •

шЛ_։(:) = а* 4-- . •

Для того, чтобы имела разложение (7), необходимо и

достаточно, чтобы параметр ш*(;) имел разложение

ш*С)=2£+Ч-«?+1 >+ • • *՛+•••, (8)

где коэффициенты а*+|, ■ • • , вполне определяются по матри
цам а», • • • , а*_*.

Для составления суперпозиции дробно-линейных преобразований 
введем матрицу-функцию

ьк с)=и*
аА(г,) О

О /< ‘ 
?(',) о

о /

ь*(:) о
и /

о
о /

где положено

и

О
О
и*

а единичные матрицы имеют порядок т—г. 
Подставляя выражение

|(») = (-) О 11 
/II

в (4) легко находим:
общее решение неравенства (1) представляется в виде су 

перпозиции дробно-линейных преобразований

И'(’) — ^о(’) । '

с произвольным параметром шА (',) порядка г, имеющим разложение 
(8).
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Очевидно такая процедур.։ пошагового решения продолжаем,։. 
Она приведет либо к сокращению размерности параметра до опре
деленного предела, либо к полному его исчезновению. В последнем 
случае задача Фейера будет иметь единственное решение в виде ко
нечного произведения Бляшке—Потапова элементарных нерастягива
ющих двучленных множителей. (Задача поставлена В. П. Потаповым).
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