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Под алгеброй второй ступени мы понимаем объект (/>,
где -некоторая совокупность финитарных операций определенных 
на множестве а С1 некоторая совокупность финитарных операции 
определенных на множестве у. Это понятие введено в работе (’), в 
связи с исследованием некоторых формул из языка второй ступени.

В настоящей работе исследуется решетка конгруэнций алгебр 
второй ступени. Аналогичное исследование для алгебр перво;։ ступе
ни (т. е. для обычных алгебр) было проведено в работе Гретцера и 
Шмидта (®).

1. Точная нижняя (верхняя) грань совокупности |а,|։еу частич
но-упорядоченного множества обозначается обычным путем п<1։ (со

ответственно и«/). Теоретико-множественное пересечение (объединс- 

ние) совокупности обозначается через А^ (соответственно
№

VЛ'/). 
•е-'

Элемент а частично-упорядоченного множества (?(=5) назы
вается компактным, если из соотношения следует для

некоторою конечного подмножества 1С..1. Иначе говоря, если эле
мент а содержится в бесконечном объединении, то он содержится и 
в конечном объединении.

Частично-упорядоченное множество называется компактно-по
рожденным, если каждый его элемент есть объединение компактных 
элементов:

<1 = их/,
&

где все д*/ компактны.
Пусть Ц— произвольное множество и В(Ц)—его булеан, т. е. 

множество всех его подмножеств. Подмножество назовем
предснстемой замыканий множества О, если оно замкнуто при произ-



вольном пересечении непустого семейства множеств. Если предсисте
ма замыканий Л! замкнута и при пересечении пустого семейства 
множеств, т. е., если то мы приходим к понятию системы за
мыканий в смысле (3).

Понятно, что каждая предсистема замыканий является полной 
полурешеткой относительно теоретико-множественного включения. 
Причем здесь, как и в дальнейшем все полурешеткн—нижние.

Предсистема замыканий называется алгебраической, если она 
содержит теоретико-множественное объединение каждого своего на
правленного подмножества. В силу предложения I 5.9 книги (3), вместо 
направленных подмножеств здесь можно ограничиваться цепями.

Пусть Л1 — некоторая предсистема замыканий множества (^. 
Подмножество Х±Х) называется .И-максимальным, если не сущест
вует такого У£М. что А'СК,

Определим отображение Ф 5(ф) следующим путем:

Ф(Х) = Л|Г£М| ГЭ %|,

если X не является М-максимальным и Ф(Л') = О для Л1-максималь- 
ных подмножеств Х£.(^.

Отображение Ф является оператором замыкания, т. е. справед
ливы следующие соотношения:

а) если Л'СГ, то Ф(Х)Сф(Г),

б) ХСФ(Х),

в) ФФ(Л')=Ф(Х).

Нетрудно заметить, что если для семейства где <2/£/И,
существует точная верхняя грань Ц (?>, то

и<?/=Ф(\/Р/).
№ 1&

Теорема I. Каждая алгебраическая предсистема замыканий яв
ляется компактно-порожденной полурешеткой.

Из теоремы 1 вытекает следующий результат.
Следствие. Каждая алгебраическая система замыканий явля

ется компактно-порожденной решеткой.
Справедливость теоремы I вытекает из следующих лемм.
Л е м м а. I Пусть М—алгебраическая предсистема замыканий мно

жества (). Если ХС.() не является М֊ максимальным, то

Ф(Х) = \/Ф(П.
где У^Х и У—конечно.

Доказательство. Обозначим правую часть доказываемого равен
ства через X. Если х£Х, то СФ(|х|) и следовательно Х^Х. 
Совокупность ,Ф( У) , где КСХ и К—конечно, является направленной, 
поскольку:

ФИ,). Ф(Га)СФ()։\/Г։)€М.
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В силу алгебраичностн рассматриваемой предсистемы замыканий 
заключаем, что Х^М.
Одновременно, из соотношения У^Х следует Ф(К)СФ(Х) и потому

\/Ф(Г) £Ф(А').

т. е. А'Сф(А’). Остается, теперь использовать определение Ф(Х).
Лемма 2. Пусть М—алгебраическая предсистема замыканий 

и S£M. Тогда S является компактным, если и только если 
5 = Ф(А'), для некоторого конечного подмножества X^S.
Доказательство. Пусть 5=Ф(Х) для некоторого конечного 
Л'=|л։, . . хя)С$ и SCJJQ/, М. Тогда из соотношения

х;(^ХСФ(/¥) = 5Сир1 = Ф(\/ Qt) заключаем (в силу леммы 1), что 
ieJ ieJ

х/^Ф(У/у), где и является конечным. Одновременно,

существует конечное /.су такое, что Положим /==\/7/.
J ieif \<j<n

Тогда ХСФ(\/<2/) и 
ier

5 = Ф(Х)СФФ(\/ <?/) = Ф(7Р0 = и<?ь 
_ 'е' <е>

Таким образом 5 оказывается компактным.
Предположим теперь, что компактно. Вейлу леммы 1

имеем:

, 5 = Ф(5) = VФ( К) = ИФ( У),

где /С 5 и Г—конечно. В силу компактности 5 отсюда следует ра
венство;

I 5=Ф(Г։)П- • • иФ(ГЛ),

։ где Г1։ • • • , У к являются конечными подмножествами 5.
] Предполагая У= У։\/ • • • V Уц получаем:

5 = Ф(Г),

где К—конечное подмножество 5.
I 2. Перейдем к изучению конгруэнций алгебр второй ступени. 

Пусть П = V; О>—алгебра второй ступени, г—отношение

эквивалентности определенное на множестве (?. а / — отношение эк
вивалентности определенное на множестве у. Упорядоченная пара

(г, /) называется конгруэнцией алгебры второй ступени Л, если: 
а) отношение г стабильно относительно каждой операции из

б) из условия At В следует |Д|-=|Я| и Д(х։..... x^rBtx՝........ кт)
для любых а'։, ...» хт £ Q, где Я, |Д| = т.

в) отношение / стабильно относительно каждой операции из G.
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Как извести) ('), ядра гомоморфизмов алгебр второй ступени 
являются конгруэнциями. Однако, обратное утверждение не верно. 
Существуют конгруэнции алгебр второй ступени не являющимися 
ядрами подходящих гомоморфизмов.

Пусть ^։ = (г1։ и ^8 = (г2,/,) конгруэнции одной и той же ал
гебры второй ступени. Определим частичный порядок следую
щим путем:

Таким образом, класс всех конгруэнций определенных на одной 
и той же алгебре второй ступени является частично-упорядоченным 
множеством.

Л е м м а 3. Если д։ = (Г/, 6), есть некоторая совокупность 
конгруэнций алгебры второй ступени, то 

= Аб)

является конгруэнцией.
Доказательство очевидно.
В лемме 3 мы использовали обозначения теоретико-множествен

ных объединении и пересечений поскольку, отношение г есть под- 

множество множества фХР, отношение / есть подмножество мно- 

жества У? £, а пару д = (г, /) можно рассматривать как подмно
жество множества (РХР)Х(£Х2).

Лемма 4. Если д1 = (г,, 1д, есть направленная совокуп
ность конгруэнций одной и той же алгебры второй ступени, то 

\/д1 = (\/Г1, \Д) 

является конгруэнцией.
Доказательство. Проверим, например, условие а) опреде

ления конгруэнции. Если (х։, х\)£\/г1.......... (хп, то су-
№ № 

шествуют г։.......... г,,£|г/|/еУ, такие, что х։ г։ х։ . . ., хпгпх'п. Пос
кольку совокупность \gi\iej направлена, то направленным будет и со
вокупность |г/|/е/, т. е. существует отношение /-£к/|/е/ такое что, 
г։, .... Гл г. Таким образом х1гхх, , . хп гх'п и для любого

( И1 = п ) выполняется А ( х։, . . хя) г А ( х’, . . х'п ) и
(Д(х,...........хя), Д(хр . . хл))£\Ль Мы доказали, что отношение

№
\/г> стабильно относительно каждой операции из множества алгеб
ру
ры второй ступени V; (7>. Аналогичным путем проверяются и 
другие условия определения конгруэнции.
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Теорема 2. Класс всех конгруэнций одной и той же алгеб
ры второй ступени образует полную решетку.
: Доказательство. Пусть И— (^; V; (7> есть произвольная

алгебра второй ступени и <?/= (г/, 6), некоторая совокупность 
ее конгруэнций. Из леммы 3 следует, что точной нижней гранью 
совокупности служит /\у4. Убедимся, что точной верхней

гранью совокупности является пара (11/՜/, Пб), где И/■/—точная 
I /е/ №
верхняя грань совокупности {п|/е./ в решетке всех эквивалентностей 

множества а 116 является точной верхней гранью совокупности 
№

I бЬе-/ в решетке всех эквивалентностей множества У. Установим 
например выполнимость условия б) определения конгруэнции для па

ры (ип, П6). Пусть (Л, В) £ 116, т. е. существуют операции

Л։, . . Ап £ V и отношения /։, .... /я £ 16 бе-/ такие, что

Д/։Д։бД։ • * • ^пАп^=В.

Из последнего соотношения следует |Д| = |Д։|== • - -=|Дп| = |/?| и 
если |Д| = л, то

/А(лв1, • . хп) (Ур . . хп ) г2 . . . глДп(Хр . . м хп ).

Таким образом (Д(х։.......... хП ), 5(х։............ хп)) и 1]г/.

I Аналогично проверяются и остальные условия определения кон
груэнции.
I Из леммы 3 вытекает, что класс всех конгруэнции одной и той 
же алгебры второй ступени V; (}> является предсистемой замы
каний множества (<?ХР) X С£Х~)-Из леммы 4 слетует, что эта пред- 
система замыканий является алгебраической, а из теоремы I выте
кает справедливость следующей теоремы.
| Теорема 3. Полная решетка конгруэнций каждой алгебры вто
рой ступени является компактно-порожденной.
I Пусть
I ЛГп=|(г,,О)|<€Л 

есть класс всех конгруэнций алгебры второй ступени О = 
Совокупности
I Л'о=|с<|^/1
И

^ = 161/^1
соответственно называются первой и второй проекцией решетки кон
груэнций алгебры второй ступени О.

Нетрудно заметить, что первая и вторая проекция решетки конгру
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энции являются полными решетками. Точнее справедливо следующее 
утверждение, содержащееся в доказательстве предыдущем теоремы.

Предложение. Первая (вторая) проекция решетки конгруэнций 
алгебры второй ступени является подрешеткой в решетке
всех эквивалентностей множества <7 (соответственно множества 2).

Теорема 4. Первая проекция решетки конгруэнций алгебры вто
рой ступени является полной компактно-порожденной решеткой.

Доказательство. Первая проекция Ко является алгебраи
ческой прелсистемой замыканий множества <7. Остается сослаться на 
теорему 1.

Справедливо и двойственное утверждение.
Теорема 5. Вторая проекция решетки конгруэнций алгебры вто

рой ступени является полной компактно-порожденной решеткой.
Следующие утверждения дают новые представления полных ком

пактно-порожденных решеток.
Теорема 6. Каждая полная компактно-порожденная решетка изо

морфна первой проекции решетки конгруэнций некоторой алгебры вто
рой ступени.

Теорема 7. Каждая полная компактно-порожденная решетка 
изоморфно второй проекции решетки конгруэнции некоторой алгебры 
второй ступени.

Доказательство теорем 6, 7 проводится по методу работы (?).
Следствие. Каждая полная компактно-порожденная решетка 

вкладывается в решетке конгруэнций некоторой алгебры второй ступе
ни.
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հերկս/ ա շ խ ui տ ան րւււմ n iu ումն ա и ի ր վու մ է երկրորդ աստիճանի հանրա- 
>աշիվների կ ոն դ ր ո լեն у ի ան ե ր ի ստրուկտուրան և նրա պ րո յեկ ց ի ան ե ր ր ւ Ւնչ֊ 
պես կոնզրուենրիաների ստրուկտուրան, այնպես էլ նրա աոաջին ե երկրորդ 
պրո յեկրիաներր, պարզվում է, հանդիսանում են այսպես կոչված կոմպակտա- 
լին տիպի։

Այդ փաստերն ապացուցելու համար հոդվածում նախապես մտցվում է 
վսսկոլթ յան ենթասիստեմի դազափսւրր և ցույց է տրվում մի րավարար 
պայման ւիակոլթյան ենթասիստեմի կււմ պ ա կ տ ա յ ին լինելու համար։
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