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В работе рассмотрены некоторые свойства ретрактов нумерован­
ного множества всех частично рекурсивных функций (ч. р. ф.) 
Клини — К. Дано полное описание всех конечных ретрактов К(’).

Определим две о. р. ф. а(х, у) и Р(х, у) так:
<рл(г)\/?у(2’) в зависимости от того какой раньше вы- 

©а(х,уДг)= числится
не определена в противном случае,
<рх(г) если «Ру(г) — определена & ©л(г) = ?у(г) 
не определена в противном случае.

Обозначим: = <р«(х.у).

Заметим, что <рхЯ?у ~ точная нижняя грань функций ®х и ®у 
в К.
Если ©х и ։ру —совместны, то <рли<ру точная верхняя грань и 
в К.
Если 7Л. и <ру не совместны, то у н ?у вообще нет верхней грани в К. 
Отметим свойства введенных операций.

Свойство 1) если 11 ?у совместны, то выполнены неравен­
ства:

'РР(х.у) ?«(х.у)

?3(х,у)<?у ^?а(х.у>

Свойство 2) Если ®х^?у» то Ъ н ?у совместны.
Известно, что всякий морфизм (։) р: К—К задает монотонное 

и непрерывное отображение (3). Легко убедиться, что ц сохраняет 
совместность ч. р. ф.

Теорема 1. Если а = (?/»(х))хе<У ретракт К (*), 
то

1) а нижняя полурешетка.
2) всякая совместная пара ч. р. ф. и <ру из а имеет на­

именьшую верхнюю грань.
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Доказательство. 1) Пусть <?>•£« тогда фр(.() = фх, <рР(У) =
= фу , имеем:

?3(Р(Л.Р(У));^4>/'М)

?3(р(х),р(у ))^?р(у)

?рЗ(р(х).р(у)) С®рр(х) = ?р(л)

?рЗ(р(х).р( у )>^?рр(у) = ?р։у)»

?р₽։р(ж).р(уу — наибольшая нижняя грань, действительно, 
если

?р(х) -?/>3(р(.г).р(у)) & ?р(г) •' ®р(х) & <Рр(?)Л ?р(У)

для некоторого ?, то
<?р(г) С?Э(р(։).р(уП=^?рр(х) = ?р(г)^?р3(р(ж).р(у)) * 

значит:

®р(г» - ?р?(р(г).р(у))

2) Пусть <рР(х), ®р(у)£а и совместны, тогда

?Р(Л 1^?«(р(х).р(у))

?р( У )^?«(р(хЪр( у))» 

поэтому,
?РР(Х) = ?р(х)<®ра(р(х).р(у))

Трр^У) = <Рр(У)^ ?ря(р(х).р(у)).

Предположим, что для некоторого г

։рр(г)^?р(х) & ?р(г)^®р(у) &р։.’)-^фрв(р(х) .р(у))

тогда ?р(г>> ФЗ(Р(Х).Р(У>), отсюда:

?рр(/) = ?р(г)^-?рЗ(р(х).р(у)} , 

значит:

?Р(Х> = ?рЗ։р(х).р(у)>

Следствие 1) Всякое конечное семейство из а имеет точ­
ную нижнюю грань

Доказательство. Очевидно.
Следствие 2) Если ретракт а из К имеет наибольший 

элемент, то <з дистрибутивная решетка.
Доказательство. В ретракте с наибольшим элементом все 

элементы попарно совместны.
Следствие 3) Всякий ретракт а = |<рр(х))гел из К имеет на­

именьший элемент.
Действительно ух|Ф<?х1՜— >Ух1/7(Ф)^?р(х|] (в силу монотонности 
р). Где Ф —нигде не определенная функция.
Следствие 4). а —вполне перечислимый ретракт К-<=>а / 
— подмножество К (г), (’).

Доказательство. Очевидно.
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Определение. Вычислимое подмножество {р/(х)|хе,у ч. р. ф. из К 
назовем совместным если выполнено условие

УгУу 1а х I =*11

Замечание. Семейство всех К — вычислимых подмножеств из К 
имеет универсальную нумерацию. Эта нумерация главная и полная. 
Такой нумерацией является произвольная универсальная ч. р. ф. для 
класса всех двуместных ч. р. ф. Обозначим ее через №.

Лемма. Семейство всех вычислимых совместных подмно­
жеств из К есть п — подмножество Я* (։).

Доказательство. Пусть Л3(г,х,у)=^ж) универсальная функ­

ция Клини. Обозначим через К(з, х, у, I) = ?‘/{гх}(у), где ?/(Лх)(у)= 
р= и ?>.х)(у).

/елг/
Определим ч. р. ф.

?/и..г)(у) если ?/(;..г>(У) определена &
V" 'У'и-СН 1?/(2^(у) - определенаи>(у) =
= ?/(лж)0')П (’)
не определена в противном случае.

Из построения <|»(з, х, у, 0 = эЛ(ххп(у) видно, что при фиксиро­
ванных з0 и х0, г п вычислимая последовательность вложен­
ных ч. р. ф. Пусть

=/^у ?Л(г.ж./)(у) Т0ГДЭГ

-г)(у)=Лч(та0,2, X, О = ®г(х)(х, у) для некоторой о. р. ф. £(х). Ос­
тается проверить, что £(?) определяет п — подмножество №. 
Во-первых, для всех К3^{г). х, у) — совместная вычислимая 
последовательность.
I Если №(з0, х, у) —совместная вычислимая последовательность, 
то №(£(з0,) х, у) = №(20, х, у).
Это легко следует из (*). Лемма доказана.

Теорема 2. Если о= |рР(х)|х€х ретракт К, то всякая сов­
местная вычислимая последовательность из □ имеет точную вер­
хнюю грань в а.
I Доказательство Пусть а(х) о. р. ф. из леммы. Тогда 
№(£{х), г) = -р(х, у, з) - нумерует все совместные вычислимые 
последовательности из а.
Определим о. р. ф. Дх) так:

?/(ж)(г) =
V если ду[ф(х, у, г) = г>]
не определена в противном случае.

Из определения /(х) следует, что
I У*УУ['И*. У. г)<?/(х)(г)1=*УхууЖх, /?(у), г)£=?р/(.г)(г)|.

Но ф(х, р(у), г) = ^(х, у, г), поэтому:
I • ¥*УУН(АУ.2^рР/(х)(г)|.

’?р/(х)(2’) —есть точная верхняя грань последовательности
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ГИ*.У.г)|у€Л’

для всех х^М. Действительно, если это не так, то пусть для неко­
торых Л'о и н0 выполнено условие:

ЧУ [Ъф|в)>'М*<ь У, г) & ?₽{«♦) <?л/(х.}Ь (♦♦)

тогда, (в силу того, что т/(хс) —точная верхняя грань для 
|ф(-^,у,г))>.€л'), имеем: ><?/(,.)

Поэтому в силу монотонности р

Трр(и.> —?/»/(*»>

вместе с (**) имеем: Тр(„.» = ?р/(х.ь
Теорема доказана.
Теорема 3. Конечное подмножество с из К является рет­

рактом К тогда и только тогда, когда а нижняя полурететка 
относительно включения графиков и всякая совместная пара из с
имеет точную верхнюю грань в а. 

Доказательство.
Необходимость следует из теоремы (1).
Достаточность. Пусть о = [®0, . .. ©п| и ср0 наименьший эле­

мент (в конечной нижней полурешетке есть такой). Выберем конеч­
ное множество чисел (/, у^л,

11г1?<(гН?уЧг)1 если <р/, у у не совместны и А = 0 
[?<(*)=?/(-) I если «ч. »у совместны и *><рд18»у 0, & £=0

& г€5?у1 если & £=1,
построим конечные функции |>/|/ так:

?<•(**,) ес-1и = существует для ££|0, 1|
не определена в противном случае (I)

Проверим следующие соотношения между элементами а и о7, 
а)
б) х, совместна с ху«=>?< совместна с <ру
в) /|ху «=> ф/?у
г) а7 изоморфна а,

а) Из построения видно, что выполнено условие
УЛ г< Л </€*?г)=>кг(<у) = ‘И(2*,)П

поэтому Х|^с?/։
б) => Пусть х/ совместна с ху но <р не совместна с <ру и пусть 

= = рг|?<(*) -^Ту(г)|, тогда х,(2') = тдг7) & ху(г') = ?у(г'), ио
мы предположили, что <р/(г')=^<?у(и'), тогда х։(г')^ху(г') т. е. ху и ху 
не совместны. Любая подфункция ср совместна с любой под­
функцией <ру, в частности из а) х/ совместна с ху.
в) => Пусть х/<ху, но ?/<<ру-
Во-первых из б) и »у совместны. Поэтому достаточно рассмот­
реть случаи, когда дг'|г7 = =рД/£ З^Чвсру] 1
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Тогда определена, но Цу(г') не определена.
(Если ху(г') определена, то для некоторой подфункции

= ?г(г ) значит г'(:'>?/, но г'^8фу. Противоречие). По­
этому */<ху. Пришли к противоречию.
-<= Пусть ф/^фу, но х/<ху. Во-первых х/, ху совместны, поэтому, как 
и в случае в) =►, ограничимся рассмотрением случая, когда 
Эг'|г/ = <г*ё։Г ^Зх«х8ху| для некоторых г’,/, к".

Пусть А'=0, тогда из (1) х,(г°. у.) = ?г№г. ), а это означает, что 
но ч>/<<?у, поэтому фг^фу, тогда и для ху выполнено условие 

из (1) для тех же г' и поэтому ху(з') определена и ху(г')=<рг-(2>') =■
х/(г'), а это означает что г'£8ху —противоречие.

Аналогично рассуждая при £'=1 опять придем к противоречию. 
Значит ®,^ру=>хг^7.у.
г) Из свойств а), 6), в) очевидным образом следует, что отображе­
ние р определенное: #(х/) = фГ-изоморфизм з' и а относительно по­
рядка.

Построим теперь функцию ретракции для з. Пусть ф'։ конечная 
подфункция фЛ построенная к шагу /.

Положим ф'։<г) = $ир(ф/,, .ф/Д
если 8ир(х/,.......

Легко проверить, что р(х) функция ретракции для з.
Теорема доказана.

Следствие. Если <ое максимальный элемент з такой, что 
<?е = 5ир{<р/, ф/| & ф|¥Пе¥=?/» п1° з\<?е п —подмножество К. но не 
ретракт. Легко доказать.
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