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Под свер.хтождсством ассоциативности мы понимаем абсолютно 
замкнутую формулу второй ступени (') следующего вида:

\Х. К, ճ. Ս\.հ, у, у).г|=/[х, С7(у, г)]).

Грубо говоря сверхтождества это тождества с переменными операциями
В настоящей работе исследуется выполнимость сверхтождества 

ассоциативности в системах полугрупп. При этом универсальную 
алгебру будем называть системой полугрупп, если для
любого группоид является бинарной полугруппой с еди­
ницей (полагаем, что порядок ^>1). Алгебра называется
системой групп (квазигрупп), если для любого группоид ф(Д)
есть бинарная группа (квазигруппа). Понятно, что каждая система 
групп одновременно является как системой полугрупп, так и систе­
мой квазигрупп.

Выполнимость сверхтождеств ассоциативности в системах квази­
групп была рассмотрена в работе ( 2). Однако, полученные там ре­
зультаты, относительно сверхтождеств ассоциативности, по существу 
вытекают из результатов настоящей работы, так как, если в системе 
квазигрупп <ф;2£> выполняется сверхтождество ассоциативности, то 
алгебра <<?;]£> автоматически оказывается системой групп, следова­
тельно и системой полугрупп.

Сверхтождество, в котором участвует только один символ операции, 
назовем тривиальным В противном случае, сверхтождество называется 
нетривиальным.

В дальнейшем приставки во всех формулах (т. е. во всех сверх- 
тождествах ассоциативности) опускаем,—имеется в виду, что все симво­
лы операции и все предметные переменные находятся под действием 
квантора всеобщности.

Теорема. Если в системе полугрупп <Р;£> выполняется нетри­
виальное сверхтождество ассоциативности, то оно может быть одним 
из следующих видов:
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А'! К(^у),г1=Г|х,Л(у, г)| (1)

-VI Г(ж. у), г]=Х[х, Г(у,2)| (2)
*|Аг(х, у), г]=Г[х, Г(у, г)| (3)

Доказательство. Если некоторый символ операции в сверх 
тождестве ассоциативности

Л-|Г(х, у). ։| = У[х, Г (у. г)|
встречается всего один раз, то оказывается, что такое сверхтождество 
ие может выполняться в некоторой системе полугрупп. Предположим 
например, что символ операции X в рассматриваемом сверхтождестве 
встречается всего один раз и что это сверхтождесгво выполняется в 
некоторой системе полугрупп <(?; £>.
Пусть А, В£% и А^В, тогда

А|А(л, у), г|=А[х, А(у, 2)) 
и

#И(х, у), з] = А|х, А(у, 2)|.
Таким образом

А|А(х, у), г] = В|А(х, у), г].

Если —единичный элемент полугруппы (ДА), то при у = е из пос­
леднего равенства следует

А(х, г) = В(х, 2),

т. е. А = В, что противоречит выбору операции А,
Аналогично показываются, что если сверхтождесгво ассоциативно­

сти выполняется в некоторой системе полугрупп, то символы операции 
К, 7. и и также не могут встречаться всего один раз. Следовательно, 
если сверхтождество ассоциативности выполняется в некоторой системе 
полугрупп .то каждый символ операций в нем должен появляться в 
точности два раза, т. е. такое сверхтождество должно быть либо вида 
(I), либо вида (2), либо вида (3).

Следствие. Если в системе групп <()՝,'£,՝> выполняется нетри­
виальное сверхтождество ассоциативности, то оно может быть одного 
из видов (I) — (3).

Далее мы описываем те системы полугрупп, в которых выполняют­
ся свсрхтождества (I) —(3).

Теорема I. В системе полугрупп <(?£> выполняется сверхтож­
дество (1), если и только если существует полугруппа (Д • ) такая, что 
для любого А/£2 всегда

АДх, у) = х • • у,
где £ (Д

Доказател ьство. Достаточность показывается простои про- 
верной. Докажем необходимость. Если (•)։«( )—произвольные по­
лугруппы из множества 4 и А = ( • ). )' = (-), т° справедливо равен­
ство

(х у) • г=х (уг).
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Пусть е—единичный элемент Полугруппы (Д • ), тогда при у=е 
получим

(х°е) • г — хог
ил и

кх • г = х о г,
где отображение к определяется по правилу х֊+х е.

Аналогичным путем показывается, что
х • г = цх о г

для любых л, г£(? и для некоторого отображения н 
Сравнивая последние два равенства получим:

х о г = (уХ)х о г 

х • г = (Ху)х • г.

Из последних двух равенств, когда г есть единичный элемент 
соответственно полугрупп (До) и (Д • ), следует 

Р'=г, /.|1 = е,

где е—тождественное отображение множества (Д Иначе говоря, ото­
бражение X—биекция множества (Д

Таким образом, существует полугруппа (Д • ) такая, что для 
любой операции выполняется равенство

Л(-к, у) = >^ • у.
где X/— биекция множества С}. Определим отображение щ с помощью 
операции ( • ).

Выполнимость формулы (6) в системе полугрупп теперь озна­
чает:

Х/(>7 л • у) • г = /ух • Х/у • г

откуда при £ = е, получим:

ХДХ/х • у) = Хух • Х/у.

Однако, поскольку Ху —биекция, то Хух*=и есть произвольный 
элемент множества <5 и

• у) = м • Х/у.

Из последнего равенства, при у~е следует
Х/ц = и . //,

где ^/=Х/е. Таким образом справедливо равенство

А/(х, у)=х • • у.
Следствие 1. В системе групп выполняется сверх­

тождество (1), если и только если существует группа (Д • ) та­
кая, что для любого А^У, справедливо равенство

АДл, у)=л • // - у.
где 6 £ Ц.
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Доказательство. Достаточно показать, что полугруппа (Д • ) 
из предыдущей теоремы здесь на самом деле является группой. В 
доказательстве предыдущей теоремы было установлено, что отобра­
жение — л • 6 есть биекция, поэтому равенство

А^х, у) = >/Х • у
показывает, что полугруппа (Д • ) и группа (ДА) изотопны. В силу 
теоремы Брака-Хъюза (4) в таком случае, они будут и изоморфны.

Теорема 2. В системе полугрупп <С}՝, выполняется 
сверхтождество (2) если и только если существует полугруппа 
(Д • ) такая, что для любого А££ справедливо равенство

А(х, у) = х • и ■ у,

где Ь — элемент из центра полугруппы (Д • ).
Доказательство. Достаточность показывается непосред­

ственной проверкой. При доказательстве необходимости, рассуждая 
как и выше, находим

А(х, у) = х • )./у.

Далее показывается, что отображение /•< имеет вид 
Х/У = 6 . у 

и является биекцией. Таким образом, 

А(х, у)=х • 6 • у.
Из выполнимости сверхтождества (2) в системе 

<(Д следует (при Х = ( • ), Х = А) равенство
х • 1( • у • г =х • у • Л • г.

полугрупп

Откуда при х = г — е, где е — единичный элемент полугруппы (Д • ), 
получим 

6•у=у•Ь
т. е. элемент 6 лежит в центре полугруппы (Д • ).

Следствие 2. В системе групп <ЧД^> выполняется сверх- 
тождество (2), если и только если, существует группа (Д • ) та­
кая, что для любого А, £ 2 справедливо равенство

А,(х, у)~х • • у,

где — элемент из центра группы (Д • ).
Доказательство. См. доказательство следствия 1.
Теорема 3. В системе полугрупп <(Д выполняется 

сверхтождество (3), если и только если, существует полугруппа 
(Д • ) с единицей такая, что для любого АС 2 справедливо равен­
ство

А^х, у) = х • • у, 
где Ь — элемент второго порядка из центра полугруппы (Д • ).
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Доказательство. Полагая в равенстве (3) Л' = ( • ) и К=А, 
где операции ( • ) и Я/ берутся из множества мы получаем

х . у . г= Л|х, А{(у, г)|.

Откуда, при у = Ь, где 6 —единичный 
следует равенство

Д/(х, г) = х - հ • г.

элемент полугруппы (ДЛ/),

Из выполнимости сверхтождества (3) в системе полугрупп <ՀՉ; 
теперь вытекает

х • у . г = х • հ • у • էւ • 2.

Если х = у = г = е, где е — единичный элемент 
то

а если х=г = е, то
У=*< . у . էէ 

или
6 • У = у • 6,

полугруппы Չ( • ),

т. е. элемент лежит в центре полугруппы • ) и имеет порядок 
два.

Достаточность доказывается непосредственной проверкой.
Следствие 3. В системе групп <0; выполняется 

сверхтождество (3), если и только если, существует группа СД • ) 
такая, что бля любого справедливо равенство

А(х, у)=х • 6 • у,
где է,—элемент второго порядка из центра группы СД • ).

Доказательство. См. доказательство следствия 1.
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ՅՈ1և 1Г. ՄՈՎՍԻՍՏԱՆ
Ч.ипд ի ատ ի Ц ո ւ թյ ա ն ցԼրնույ նա թյուն ներթ 1| |ւ ս ւս խ մ р ա փն (ւամակարցԼ րսււ(

7ևրն ոլյնոլք} յուններր հանդիսանում են փոփո խական դ ո րծո ղու թ յուն - 
ներով նույնութ յունն եր ։ ճշդրիտ սահմանումը տանը մեղ հետարրըրող դեւդըի 
Տամար։ Աս ո ղի ա տի վո ւթ յան դերն ու յն ո լթ յո ւն ասելով հասկանում են հետևյալ 
տիպի երկրորդ ա и տ իճան ի ըանաձևր'

\'ճ, У, ճ, Լ/у X, у, г(Х\ У(х, у), г]=Х\х, Щу, г) |).

ներկա Տողվածում Ուսումնասիրվում / ш ип у ի ա ւո ի վ ուք1 յան դերնույնու- 
քքյոէնների ի ը ա ցն ե ւ ի ո լ թ յո ւն ր կիսախմ րա յին հ ա մ ա կ ա ր ղ ե ը ո ւ մ ւ /,’հ ղ ոըում <ՀՉ; ունիվերսալ հանրահաշքւվր մենք անվանում ենք 1լիսախմքային հա- 
մակարւյ, եթե ցանկացած А £ էքործողության համար (Д А) խմբոյիդր 

ան րքի и ան ու մ I, մ/էավորով օմ տ ված կիսախոէմ բւ
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