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(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 24/¥ 1976)

, В ряде работ К. А. Бреуса (|-э) указан способ построения канони­
ческой замены переменных, для приведения канонической системы ли­
нейных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициента­
ми. Здесь указываются достаточные условия существования этой заме­
ны и дается новый способ се построения, связанный с методом усред­
нения. В качестве приложения рассмотрен вопрос о построении грани­
цы областей неустойчивости решений уравнения второго порядка.

I Рассматривается каноническая система дифференциальных 
уравнений порядка 2п

(II
/ф + 2г) = //(/), (1)

где //(/)—симметрическая (или эрмитова), 2՜—периодическая по t 
матрица порядка 2«. Еп—единичная матрица порядка п.

Найдем фундаментальную матрицу решений £/(/), нормирован­
ную в точке /=0 из матричного интегрального уравнения

/

Ս{է (2)
и

Метод последовательных приближений позволяет найти Ս(է) на ко­
нечном интервале с любой степенью точности. С помощью неравен­
ства Гронуолла—Беллмана (*) получим оценку

2֊
(3)о

Здесь || А || —норма матрицы А. Дальше предполагаем везде, что
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Ищем представление 6/(0 в форме Флоке:
£/(/) = Ф(0г'\ Ф(/4-2к)=Ф(/). (4)

Для показательной матрицы Р имеем разложение

Р=-!-1п1/(2г)=--!- V ±[£,„-Д/(2к)]*. (5)
2~ 2к л-1 А

Из оценки (3) следует то, что матричный ряд (5) сходится при ус­
ловии

1 II Н($ || С1х<1п2. (6)
о

Этот вывод общеизвестен также, как и способ построения показа­
тельной матрицы Р с помощью ряда (5) (5е). Дадим новое доказа­
тельство результата К. А. Бреуса того, что система дифференциаль­
ных уравнений

— = УЯГ, Ю=Р (7)
б/

является канонической. Это доказывает каноничность, приводящей к 
(7), замены

2 = Ф(0К (8)
Матрица 6/(0 является симплектической матрицей, т. е. удовлетво­
ряет, легко проверяемое дифференцированием, тождеству

и* П = Л

Звездочкой обозначается переход к сопряженной матрице. В част­
ности, из этого тождества имеем равенство

(£։л - £/*(2к))/= У(£։л- 6/֊։(2к)). (9)

Сравним два матричных ряда:

2к к

D=~JP= jJ-|nU-։(2K)= — — V
2- 2к К

В силу равенства (9) найдем то, что D=֊D\ т. е. система (7) будет 
канонической. Это доказательство является более общим и простым, 
чем известное ранее доказательство К. Л. Бреуса.

2. При построении матрицы U(t) из (2) возникают вычислитель­
ные трудности, которые упрощаются при следующем способе отыс­
кания замены (8). А именно, ищем замену (8) вида

Z = (E + S(t))Y, S(0) = 0, S(/J-2K) = S(f). (Ю)
Дифференцируя эту замену и исключая вектор Z, приходим к мат­
ричному уравнению для периодической матрицы S(/)

+ 5(f)) - (£ + S(t))JD. (11)
ck
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Покажем, что при выполнении некоторых условий постоянную Мат­
рицу Г> можно выбрать так, чтобы матрица 5(/) была 2к — периоди­
ческой. Для операторов осреднения и интегрирования с осреднением 
и аннулированием при / = 0 используем следующие обозначения:

1*.
fw(,)dS

2- J о
(12)

2к
4W(Os|H(0l= J |W(-)-<W(-)>Jdt. 

о

Представим матрицу H(t) с помощью ряда Фурье
2к

H(t) = V Н„ем. Нп=±- (п=0. ±1, . . .).
п—- 2« Jо

Из (12) найдем другое представление для оператора L:
2ж

£//(^)=у Hn(elnl — 1 )(/л)֊։=—( у/5|пд^~^ + —

п гО о

2г. 2к
=т J (՝ - ֊)"<' - ИО՜ H(_s,ds՛ 

о о

из которого находим оценку для нормы оператора L в пространстве 
2к—периодических матриц с нормой

|tf(Oi = sup || H(t) ||.
/

Имеем неравенство 
2ж

|4Я(/)| « |//(4)| j

О
ds = n|W)|, (13)

Для того, чтобы матрица S(t) (11) была 2«—периодической, необхо­
димо и достаточно, чтобы среднее значение правой части уравнения 
(11) равнялось нулю:

< ///(/)(£ +$(/))-(£ + S(t))JD > = 0.

То же самое условие можно записать по другому
D = <//(/)> + <WW)> 4- </S(/)JD>. (14)

Для 5(0 имеем интегральное матричное уравнение
811) = \ЛН{1)-О) А֊ JH{t)Slt)-Slt)JD\. (15)

Для решения уравнений (14), (15) применим метод последователь­
ных приближений (дальше пропускаем аргумент / у матриц Н(О, 5(0)
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Ок+1=<Н> + <Н8к 4- <У5Л./£)Л>, /5о = О, (16)
։ = |7Н4֊7Н5а-5л//Л), 5о = О.

Найдем условия, при выполнении которых последовательности мат­
риц Ок, 8к сходятся. Сначала найдем условия ограниченности.

Пусть при некотором значении £ = 0, 1, . . . выполнены нера­
венства

(17)

Из (16) находим оценки для 5^+։:

|О*+1|^1^1 + 1^1* + |5Л+1| ^П(|/У| + |/У|д 4֊ «/>֊֊«).
Отсюда следует то, что неравенства (17) будут выполнены при всех 
значениях /г=0. I, . . если выполняются условия 

|Т/|(14^)4-<։^՜ ։<атг-\ п(|Н|(1 + ^)4֊а^-’)<^
или

с 4֊ сЬ 4֊ аЬ^а, с 4֊ сЬ 4- аЬ֊<Ь, с = к|/7|.

В сною очередь эти неравенства имеют положительные решения, ес­
ли квадратное уравнение относительно а (а = Ь) (

па 4՜ (с— 1 )л 4-^ = 0

имеет положительное решение. Находим выражение для границ в 
неравенствах (17)

а = Ь = 0,5( 1 -с) - /0,25(1 — с)2—с.

Наибольшее допустимое значение с определяется из уравнения

(I -с)2 - 4с = 0, с0=3֊2/2 = (34֊2/2)՜1. (18)

Следовательно, при О^с^го последовательности матриц /)*, 8к бу­
дут ограничены при всех А.

Пусть теперь 0 с с0. Исследуем сходимость этих последова­
тельностей. Из (16) находим неравенства

Р*4,- • |О«-Ол֊,Ц-(|М|+|О4|) • |5*-5*-։|,
|^'л+1 * 1^—1)к- ։|+’։(|Н|+|£>»|)|5* 5д-1|. I

Если собственные числа матрицы, мажорирующих коэффициентов 
этих неравенств

А = (Ь »‘։(а4֊с) \ 
(л + с) /

по модулю не превышают единицы, то последовательности 5» 

278



равномерно сходятся. Элементы матрицы положительны и монотонно 
возрастают при увеличении с. В крайнем случае с—с0 матрица А 
принимает вид

//2-1 к-։(2-/2)\
\гс(/2-1) 2-/2 /

и имеет собственные числа 0 и 1. Следовательно, при О^с^со, т. е. 
при выполнении условия

sup II Н(I) II < Д. = ——' 
t « -(34-2/2)

= 0,109226 (19)

модули собственных чисел матрицы А меньше единицы, и последо­
вательности матриц Di,, Sft(t) сходятся равномерно. Л изложенный 
способ пригоден для отыскания канонической замены переменных 
(10). По существу этот метод близок методу J1. Чезари для отыска­
ния периодических решений (7-8).

3. В последнее время в ряде работ (8-։г) было указано на прин­
ципиальные затруднения, возникающие при применении метода мало­
го параметра для построения границы областей неустойчивости. Речь 
шла о случае, когда коэффициенты уравнения второго порядка за­
висят голоморфно от нескольких малых параметров. Изложенный 
выше способ позволяет обойти эти затруднения.

Рассматривается уравнение Хилла

d2y 
dF -4֊ №у 4-}(/, .. ег)У = О, |(t 0,..., 0) = 0, « = 1, 2..... (20)

где ։}(С £г)~гс — периодическая по t функция, аналитически
или непрерывно зависящая от s։.......... ег, вещественная при вещест­
венных значениях еп . . ег.

Произведем замену переменных

у = q cos nt 4- р sin nt, у' = — qn sin nt 4֊ pn cos nt.

Приходим к канонической системе дифференциальных уравнений

— =-----6‘‘ * ■ (q cos’ nt -|- р sin nt cos nt),
dt n

£*’ * -(q cos nt sin nt 4֊ p sin’ nt). (21)
d/ n

Из условия (19) следует, что при выполнении неравенства 

sup|H^. Ч............ вг)| <0,218452 л (п=1, 2, . . .)
t

существует каноническая замена переменных, приводящая систему 
(21) к канонической системе дифференциальных уравнении с посто­
янными коэффициентами, которую можно представить в виде
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— = —ft(ei» •••« ег)^—^(®i’ •••♦ £г)У» —Т(£п •••» £г)-^~Ьа(е1> •••» ег)У‘ (22)
СИ а*

В первом приближении имеем выражения

а = — <4 cos nt sin nt>, ₽=—<| cos’лС>։ 7= — sin’ nt >.
n n n

Легко устанавливается, что решение системы (22) а, следовательно 
и уравнения (20), устойчивы при выполнении условия

6г) = ?(£1» • ♦ ч £r) l(£i> • • •» £г) ®Я(е1« • • •» £г)^>0

и неустойчивы при D<^0. Граница определяется неявным уравнением

^(£1, • . м £г) = 0.

которое можно представить в явном виде и разрешить относительно 
любого параметра. В частности, для дифференциального уравнения

֊ + «>вУ+Ф(М. ei......£г)У = ° (23)
аг

для границы всегда можно получить аналитическое представление 
(”)

6= — +<Pi(£i, .... £r) ± /?«(£1...... £г)'Р](£1, ...»£г) (/։= 1, 2, ...). (24)
п

Если Ф(б/, £х....... ег) аналитически зависит от е։......  ег, то и функции
?1։ <р։ аналитически зависят от е1։ ..., ег. Если ф(0/, е։, ег)—функ­
ция вещественная при вещественных значениях е։, ьг, то выраже­
ние (24) принимает вид

б=—+ «1(£1.............£г) ± |?г(£1. • • •« ®г)1 (я=1, 2, . . .).
п

Пример. Найдем границу областей неустойчивости уравнения 
(”)

-------1- [X 4֊ s։( 1 4֊ cos 20 4՜ e։(cosf 4՜ 2sln2t) |u = О, X a? 1.
d/*

Используя указанный выше способ, найдем во втором приближении 
уравнения

которые отличаются от аналогичных уравнений в (")• Правильность 
уравнении (25) подтверждена другими способами.

(25)

Ереванский политехнический институт
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Կ. Դ. ՎԱԷհհՎ. Ի. Ռ. ԿԱՐԳԱՆ9ԱՆ

Պա гр երակ ան դար ծակից ներ ո ւ| գծային դիի եր Լնդի ալ հավասարումների կանոնական սիստեմի բերման մասին
/1 լսոլմնասի բվում ( պարբերական գործակիցներով գծային դի ֆ եր ենցի ալ 

հավասարումների կանոնական սիստ եմների բ երմ ան հարցր։ Ներկայացվում 
են կանոն ական փոխարինման գո յոլթ յան բավարար պայմ անն երր և միջի֊ 
նացման մեթոդի օգնությամբ տրվում Ւ այգ փոխարինման կառուցման նոր 
միջոցւ Առաջարկէք ող ^իջոցր հնարավորություն Լ ստեղծում ուսումնասիրել 

պարբերական գործակիցներով դծափն դիֆերենցիալ հավասարումների կա֊ 
նոնական սիստեմների լուծ ումեերի կայունության տիրույթի սահմանների
կառուցման հարցր այն դեպքի համար, երբ սիստեմի գործակիցներր մի
քանի փ"բր պարամետրերի հոլոմորֆ ֆունկցիաներ ենք Գո րծնա կան կիրառ­
ման կարգով ստացվել է երկու փոքր պարամետրից կախված գործակիցներով 
երկրոյւդ կարգի գծային դիֆերենցիալ հ ավաս արմ ան լուծման կայունության 
աիրույթի սա ւմանների անալիտիկ ներկայացումր երկրորդ մոտարկումով։
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