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О замкнутости систем функций типа Миттаг-Леффлера и 
систем простейших рациональных дробей

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном 22/У 1976)

1°. Обозначим ш<4 ) известный

(1) (см. также (’), главу VII) класс функций голоморфных в
угловой области

△(<։) = !*; |аге г|<к/(2а). 0<|г|< + оо | (I)

и удовлетворяющих условию

(2)

Обозначим через Л2,ш(Ла) класс функций Л(0, 
границе 2.в области Д(а) и таких, что

измеримых на

(3)

Известно (։), что любая функция ш| почти всюду на
/,« имеет угловые граничные значения ^(^(^..„(А,).

Можно показать, что со скалярным произведением

(/=-, О).,»֊) (4)

является гильбертовым, а с нормой (2) — банаховым прос
транством и у/7։|а;

ւ|ք|ււ<ււ/7ւ/".»=нж: «кгигц;.,. <5»
2°. В совместной работе (’) М. М. Джрбашяна и А. Е. Авети

сяна (см. также (а), стр. 419) для функций
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было построено преобразование тина Бореля

которым задается ограниченный линейный

оператор из ш| в ^г|т; ‘°|(7~։=’“1՝ТР՜1)- В связи с этим уста
навливается

Теорема 1. Класс /7а [ 7; — Т°°. совпада

ет с классом функций, допускающих представление вида

где произвольна, —<Л։<+оо,— = —|—,
2 7 а р

При этом справедлива формула обращения

(6)

Р(ге^) = О^(ге^-Г)^

Х/(^<֊а+5?։։»пУ)|у|Т)(е'27^',у|у| * = ге^Д(а), (7)

и имеют место неравенства

||Г||..^|/4//7Н/П,32//; И«. (8)

Отметим, что в случае ш = 0, р=1, но 0<а, 7<Ч-оо теорема 1 уста
новлена в работе М. М. Джрбашяна и автора (3).

3°. Как хорошо известно (’), целая функция типа Миттаг—Леф
флера Е,\г,у.) (р>0,р>0) определяется разложением

£((*;н) = V г*/Г(и+4»->).
* и

В дальнейшем полагаем, что

(9)

и Р*1Г — произвольная последовательность комплексных чисел из 
угловой области △(<։), а —кратность появления числа X* на 
отрезке |Ху-|* этой последовательности.

М. М. Джрбашяном было установлено следующее предложение 
(*), являющееся существенным обобщением известной теоремы Мюн
ца—Саса.

Теорема А. Для замкнутости системы функций типа 
Миттаг—Леффлера

«/(/;>♦ )=£р«*֊П(-ХА/;иХ՝*֊«, |1= |-±ш±£( 1<^+оо) (Ю) 
2р
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в А.2,«>(0, -4-оо) необходимо и достаточно выполнение условия

। а __
А (11)

Существенно опираясь на эту теорему, в силу теоремы Винера- 
Пэли (’) (см. также (’), стр. 413) и формулы (см. (*), стр. 149, а 
также (в), лемму 2)

(12)

где ^Д(р), Х£Д(я)։ устанавливается
Гео рем а 2. Для замкнутости системы рациональных 

бей
дро-

(13)

в 77а[р;ш] необходимо и достаточно выполнение условия (11). 
Теорема 3*. Пусть

а
2а —1 Р1 = (14)

Для замкнутости системы функций типа Миттаг—Деффлера

шр,(г; '>< ) = ££*-։’(—н1)г4*-‘(КЛ<+оо) 

в ^1ишЬ г&е

необходимо и достаточно выполнение условия (11). 
4°. Пусть

△ *(а) = |гл/(2а)<|агег|<- 0<|г|<+<х>).

При условии

V (1+|).Л |2‘)֊'Ре х;<4- ОО 
* 1

(15)

(16)

(17)

(18)

обозначим через Х։|Д(р); X*; ш| класс функций Р(г), определенных и 
аналитических в Д(р)иД*(р)\{—X* )- и удовлетворяющих следующим 
условиям:

1. ^(г^/АкЧ» г^Д(р);
2. ,Р(- 2г)/?а(2')£А/8|։;։•>), г^Д(а), где — сходящееся произве

дение типа Бляшке для угловой области Д(а) с нулями в точках 
г = X*:

* В специальном случае ш = 0 теорема 2, а в специальном случае ш 0. ? = 1 
теорема 3 и приводимая дальше теорема 4 были установлены в совместной работе 
М. М. Джрбашяна и автора (л).
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3. Угловые граничные значения функции С(г) слева и справа 
контура почти всюду совпадают.

Обозначим также через ).“|Д(р); а* ; <и| класс функций, который 
при условии (11) совпадает с классом А/8[р;ш|, а при условии (18) 
— С классом /^|А(р);Хк ; ш|.

В совместной работе С. Л. Акопяна и И. О. Хачатряна (") был 
установлен (в процессе доказательства теоремы 1) следующий ре
зультат. •*

Теорема В. При условии (18) замыкание системы (13) в ме
трике Аг..,, (А?) совпадает с множеством граничных значений на Ар 
функций класса ),(Д(р); ; ш).

На основании этого результата, теоремы 1 и формулы (12) ус
танавливается

Теорема 4. При условии (18) замыкание системы (15) в ме
трике ш] совпадает с классом функций, допускающих пред
ставление вида

/<;)=Ор֊;1С:/:>), :^Д(Т), (19)

где /г(г)^|Д(р);Х*; —ш) произвольна.
Отметим, что в специальном случае, когда и> = 0, а=1, рг=1 

(•; =-{-о©), если условимся отождествлять пространство Н8[4֊оо, 0] с 
А։(0, -I о©), теорема 4 переходит в теорему М. М. Джрбашяна (7). В 
этой теореме впервые была установлена полная внутренняя характе
ристика замыкания линейной оболочки обобщенной системы Мюнца — 
—Саса |е՜'*'х1*֊1|" (₽е>*>0) в случае ее незамкнутости в А։(0,-|-оо).

5Э. Пусть ^Д(а)иД*(а) — последовательность комплексных 
чисел, а т^ — кратность появления числа р* на отрезке (ру|*. При 
этом предполагаем, что в каждой области Д(а) и Д*(а) содержится 
бесконечное число членов последовательности (рд}։", так что ее 
можно разбить на две последовательности 1рМГСд(“), |рг}Г сД*(а).

в Л I

Теорема 5. Для замкнутости системы рациональных дробей

) = (/я* -1 )1 С+рд )֊'"» (1<Л<+оо) (20)

в АгДАр) необходимо и достаточно, чтобы расходились ряды

2(1+|р+|2։)’։^(р:)', ^(1+|рдрр)-|ре(-р֊)р. (21)
*-> Д-1

Теорема 6. Если хотя бы один из рядов (21) сходится, то 
замыкание системы (20) в метрике Ьг.ДД?} совпадает с классом 
функций Г(\), представимых в виде

. ЛО=г‘+>(;)+г<֊>(;)։ ^а?, (22)
где — граничные значения на Ар произвольных функций

таких, кто /г<»>(г)е;14(р)!^;“|, Л֊>(-гКЧ14(«);֊И?;»). 
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6”. Пусть Д- <р,<+ео н IV» )* Са։(—21—) и4(«) - пос-
2։—1 \ 2«Н-Р1 /

ледовательность комплексных чисел, а л*>1 -кратность появления 
числа V* на отрезке (*/!{'. При этом предполагаем, что в каждой 
области Д(а) и Аг (ар1/(2։+р1)), содержится бесконечное число членов 
последовательности так что ее можно разбить на две после
довательности (у+)7 сА(а). К)7сД*(«Р։/(2«+Р1))-

Рассмотрим систему функций типа Митта г—Леффлера

) = £<«* ֊‘Ч-м/.; (!<*<+«>), (23)

где
_ 1+ш + р,

2?1

Теорема 7. Пусть

1=2_/±+Х\ ±=2_/1+2А
I \а Р1/ ? \« Р1/

(25)

Для замкнутости системы (23) в 7.2,ш(£т) необходимо и достаточ
но, чтобы расходились ряды

2 (И-|֊»Т)-'Ке(Т»"'$; (1+1֊»-|гз)-'Ке(->։-)’1, 
А-1 *—1

(26)

Теорема 8. Если хотя бы один из рядов (26) сходится, то 
замыкание системы (23) в метрике Л2..,.(£7) совпадает с классом 
функций представимых в виде

ЛЧ =/<+>(-) +/<->(:). (27)

Здесь /(+)(՝) — угловые граничные значения функции

Г(+>(г) = О-։141(г; Я+>), г£Д(Т). (28)

где /?<+,(г)^)֊5 (Д(р); *+; — ш| произвольна, а /(֊)(՝)՜угловые гранич
ные значения функции

/<-)(г) = О֊’Х1(-г;^->), 2£Д*(Т), (29)

где Г։")(г)^|Д(р/(2?—1)); — *7; —ш| произвольна.
В заключение считаю своим приятным долгом выразить искрен

нюю признательность моему научному руководителю академику АН 
Армянской ССР М. М. Джрбашяну за постановку задач и руковод
ство при выполнении настоящей работы.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР



՛Լ. 1Г. ւՈԼւ՚Տւ՚ՐՈ II8 ԱՆ
1րխոտա<յ-1,եֆլ1ււ՝|ւ տխպի ֆունկցիաների սիսս։1> մն 1>րի և ս|ԼԱՐ<{ւս<|ւււ յն ռացիոնալ կոտորակն1>րիւ| կազմած սիստեմների (խակության մասին
Ներկա աշխատանքում տրվում Լ Մ. //. Հրբաշյանի և Ա. է). Ավետիսյանի 

Համատեղ մի Հողվածում կաոուղած Բորհլի տիսլի ձևա վ> ո խ ո լթ յան շբշումքս 
1Լյղ աբղյունքի սղնոլթյամբ, էապես հենվելով Մ. Մ. Ջրբաշյանի կողմիդ 
ստացված Մ ի տ տ ա ղ-Լևֆլե ր ի տիպի սիստեմների լրիվության հայտանիշի 
վրա, ստացվել են համապատասխան հիլրերտյան տարածություններում 
անալիտիկ ֆունկցիաների որոշ սիստեմների լրիվության հ ա յ տ ան իշն ե րր , 
Տրված է նաև այղ սիստեմների փակոլյթի ներքին նկա րա ղրո ւ թ յուն ր նրանց 
ոչ լրիվության ղեպբումւ
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