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Пусть Рт т — мерная целочисленная решетка, т. е. множество 
тех точек т — мерного евклидова пространства, которые имеют це
лочисленные координаты. В Рт введем метрику следующим образом: 
если а = (ар ..........1т) и Ь = ('л1, точки множества Рт,

т
то р(а, Ь) = V |2/—₽/|. 

1-1
Введем следующие обозначения:

Ст(а, ։) = \Ь!Ь^Рт р(а,Ь)=1\ 

ит(а, 1) = \Ь/Ь^Рт Р(а, Ь)^1]

^(/) = |С"»(п, 01

7т(П - /)|

гт, п —целочисленное решение неравенства

(1)
где а£Рт, I, т, п натуральные числа, |Л| мощность множества А. 
Ст(а, I) [£)"*(а, /)] называется т — мерной сферой [шаром| с ради
усом г, с центром ь точке а. Очевидно, что 6ш(х) и ^(О не зависят 
от точки а.

Определение 1. п— окрестностью точки а^Рт назовем лю
бое множество ЛсР՞’. удовлетворяющее условиям:

|Л|=л

От(а, г„.„)САсОт{а, гт,а+Г).

О и р е л е л е и и е 2. Размещением графа <7(X, 17) в Р՛" называется 
однозначное отображение у:Х->Рт, такое, что д։^л'а=>=£ф(*а)

Определение 3. Длиной ребра е = (а1։ х9)^и при размеще
нии ? назовем величину Ет(ч>, е) =р(?(л’1), <р(л9)), а величину
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^(r. G) = s £w(?. И назовем длиной графа О при размещении <р. 

Величину Em(G) = min Ет(՛?, G) = Ет(?0, Ci) назовем длиной графа G, 

а <?0 оптимальным размещением.
Через Тп —обозначим класс всех деревьев п вершинами и по

ложим Ет(Тп) = гпах Ет(С)

В работе (’) показано,

В работе (’) показано,

В работе (3) показано,

что Е1(7'п) = .
4

что Em(Tfl)~0(n+'m\

В настоящей работе получено точное выражение для Ет(7п).
Рассмотрим п — вершинную звезду /?л. Пусть а некоторая точ

ка из Рт. Рассмотрим любую п —окрестность точки а. Вершины 
звезды разместим в точках п —окрестности точки а таким образом, 
чтобы вершина с наибольшей степенью попала в точку а. Очевидно, 
что такое размещение ? является оптимальным для звезды для кото
рого

гт,п

/-1

Теорема. Для любого т, и для любого Гп

Em(Rfl)^E-(t)

Доказательство проведем индукцией по п. Для п = 1,2 справед
ливость утверждения теоремы очевидна. Пусть она верпа для любо
го дерева / £ Тп докажем, что она верна и для любого 1^Тп+\.

Пусть ^Тл+1 некоторое дерево, хг — некоторая его висячая вер
шина, а (х1։ хг) является ребром.

Рассмотрим дерево которое получается из I удалением 
вершины х։.

Пусть ?—оптимальное размещение дерева Е в Рт. Так как теорема 
для Е верна, то Ет(Рпу^Ет(уД՛). Рассмотрим точку <р(х։) и некото
рую ее «4-1 —окрестность. Очевидно, что в этой окрестности най
дется некоторая точка Ь, которой не соответствует ни одна вершина 
из Г. Положим <р(х։) = Ь. Получим некоторое размещение дерева /.

Ясно, что рЖхД, ?(х։))<гт,л1, но так как £т(/?„+։ ) = 
= Ет(рп)-\-гт,п-\-\ и Е,п(рп}^>Ет('л,Г) получим, что Ет(Рп ։) > Ет(<?,1), 
откуда, £"'(/?„+ |)>£т(/) что и требовалось доказать,

Следствие. Ет(Цп) — Ет(Тп)
Замечание. Пусть в Рт введена любая метрика р. Аналогич

ным образом определим Ст(а,г) и £)т(а,г), где г £ R (R множество 
действительных неотрицательных чисел). Рассмотрим множество В(р) =
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= 1Г/Г£/?. Ст(а, г)у=0). Нетрудно заметить, Что если |С'я(<1,г)| — не- 
зависит от точки а, и 5(р) является вполне упорядоченным множест
вом, то все до сих пор доказанное остается верным и в этом случае.

Теперь перейдем к вычислению значений ^(л), 7т(л), гт,п. 
п

Ясно, что 7т(л) = V Ът(1). Легко видеть, что существует взаимоодно- 
/-о

значков соответствие между точками множества Ст(а,гг) и множест
вом векторов (а1։ а։, ..ап) удовлетворяющих следующим условиям: 

я) —1,2,—2, ..т,—т\ 1=\,2..........п,
?) ...
7) = 1,2, ..., п.

Количество векторов удовлетворяющие условиям г, р, 7 и име-

ющие I различные отрицательные компоненты, равно С*„, • С"гп 1 где

количество сочетаний из т элементов по I без повторений 
(с повторениями).

Следовательно
т - т

<>(л) = х\сп֊' • С' - ТС*֊« . . • С- ~0(лт-’), 
/-0 1-0
п

Отсюда и из (1) следует гт,п^0(пт)
։

Из этих оценок и из (2) видно, что Ет( Тп)-0(//1 + ™)
В частности, при т = 1 из (2) получим, что Е1(Тп) = 1у а приI

^о4՜ 1
т=2 Е*(Гп) = (Зп-2(*о+1)’-1)о где £0 =

/2л-1-1
2
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ГгСр п

а — (а1> ас • • •» а/и)
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‘ՒԻցո>4> e = (xv xt)QU
Կատարենք հետև լալ նչանակումներր^

£m(?, e) =p(?(xx), ?(x,)) 
G) = SEm(<p, e) 

f£U
Em(G) = min Em(y՝ G)

£'"(7'n) = max£m(t) 
'ern

^ղ”ու1 նշանակեն ք Ц պացաթ անի աստղրէ
Աշխատանք™ մ ապացուցվում է, որ է տ ( /ՀՀ) = (T'Հ) և
^(Г„)~ը հաշվելու համար։

տրվում է բանաձև
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