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Асимптотический анализ системы 
а/О/г/п-г при „быстром" обслуживании

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А Талаляном 30/ХП 1975)

Настоящая заметка является продолжением работы (։), где изу­
чалась система а/О/г/п-г в случае .быстрого* обслуживания.

Рассматривается система С^С/г/п-г массового обслуживания. 
Пусть промежутки времен между соседними поступлениями вызовов 
в совокупности независимы и одинаково распределены с функцией 
распределения (ф. р.) 4(/), 4(0) = 0.

Длительности обслуживания вызовов в совокупности независимы, 
не зависят от процесса поступления и имеют ф. р. В(1), В(0) = 0.

Нас интересует асимптотическое распределение момента^первой 
потери вызова т при „быстром* обслуживании.

Положим

?т = ) 1'4В(Г) (Т > 0).

Мгновенная интенсивность а(1) определяется из уравнения

4(0= 1—ехр
I

— ք а (и) մււ

Пусть: а) А(/) фиксированная ф. р. и

а՜' = |4(ц)]-‘ • ք/ժ4(/փ«) 
и

по и(0<«<+оо) в совокупности ограничены, где 4(«) = 
= 1֊4(и);

б) а(() ограничена (0<С а(0<С<4-оо,
в) в окрестности нуля а(/) представима в виде

а(0 = <։*'”4-О(/т+|) (П 0, «>0, тэЮ).
Теорема. Если выполнены условия а), б), в), то
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где

11 гл Р | ч0 А^>л՜ | = е •' (х 0),

^(л + 1)(т - 1)-1 -0,

с Г п г-1 —У = я«1... П (*/—Х/-։)от П В(хп—ху)дх1...дхп = 
л Л /-1 /-о

ап ■ (т\)п~г+'
1(л—г-Ы)(/п-|֊1)—1)!

Х{"(Ха х1)т , . . (Хг—\ Хг-2՝)т (хп —
хп>хг_\> ... >х։՝-й

—х/._։)<я-г + 1>։'я+1)֊1 п В(хп— Х])дхг ... йхг-\йхп\ 
'-0

В(х) = \-В(х),

Доказательство. А. Пусть А^ —событие, заключающееся в том, что 
за последний период занятости до первой потери вызова обслужено 
ровно £ штук вызовов (Л^О).

Положим: <7Л = Р(Лд). Тогда имеем ? = ?04-<7։+...
Просто выписывается равенство

п 
п 
/-1

а(Х1—Х/_|) ехр [-I а(и)ди\ П В( 
J '-о

и

(I)

Пусть = (^։ ..кп), |6| = £ 4- ... 4֊/г„ и 3- (е) для е^>0 есть 
область

где

•$*(։) = 5»П 1*1. 5. = (л-„> ... >х,>0|,

Введем в рассмотрение

еслих(֊хм<., (( = 1 л 
если X/—Х1-1^г&.

следующие интегралы:
« '֊1 
П я(л/-х/-|)П В(хп—х^с1хг ... дхП1
/-1 /-0

л л - 1  
П а(Х)- х(-1)П В(хп — х^с1хх ... (1х„, 
1-1 /-0

(У=1. г)
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.. <1хп

($ = 1, г)
п п—I 
П (х1 -Х/_։)т П В(ХП -х^хх ... 4х„, 
1-1 /-(I

R

л г-1 _
• П а(х,—Х/_։) П Я(хп—х^хх ... С1хп, 

/—1 у—о

Лл

Rм (е) — | П а(х1 .. </хя,

$7(«)

Г7(е) = а"֊1*1 ... хя5(хя)П(х/-х<_։)'лПа(х;'-х1_|)^х։... ^х„, 
(*<֊°) (*/“•)

/И^(е)=а"-1*1 ... П(х/-х/_1)'”П^֊Х/_1)П։^я֊х.^х1...</хя

(5 — 1 , Г).

Б. Покажем, что при ^(т+1>+1/?։',(т+1)-*0.
Для каждого е>0 существует С։(е) > I такое, 

Поскольку
что С։(£)ае,п С.

/? = А’5-(е)Ч֊2 /?֊;(£) 
й > о

и при е )О
Яо(е)= Нг(')<14-0(£)),

2 ЛТ(«)=2 Г,•(.)( 1+О(е))«£
1*|> о | Г|> о
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* £С1*1а"-1*1 I ... Хл Ц (х1-Х1-1)В(хп)(1х1 ... (14-0(8))
|»։>п <г.Г *

^2 |С։(е)Г‘ ИГ(е)( 14-0(0), 
1*1> о

ТО

/?^^^7(е)|С1(е)]1*1(1 + О(е))<|С։(£)Г1/- (14-0(0). (2)
1*1 >о

Для вычисления интеграла V в (2) воспользуемся тождеством

{(г—х)т(х — у)*т+*-’^л= (г—у)*<'п+»+« Ве ('л-Н, 6(т4-1)), 
х-у

где Ве(д, г՛) — бета—функция (м>1, т<>1) Имеем
Л —“ 1 до ——

У = ап П Ве (/п-Н, £(/и4֊1)) • \ хп(т + ']В(х)с1х = 
»-։ о

= ал[(л(ш4֊1)+1)1]-1 • 1ш1)л/։(т4֊1)?Я(т+1)+1.
Нетрудно получить следующее неравенство

/У> ал[т!]л[((т4֊1 )/01]֊‘р։я(т+1).

Далее, при ։ | О

(3)

(4)

1^֊Р|<|ЛюЧ0֊Р'О'(0| 4֊ 2 1Л*(в) Л1Д(е)| + 2 |МД(е)-рГ4Е)|^ 
|*|> О |А|> о

<14г(е)-4г(е)(1+ад)|4-2 14>(0+мгГ(е)|+2 ри,г(е)-
|*|> О |*|> о

֊ /И,г(е)(1 4֊О(е))|</О(0 + V |/г?(е)4-М^ (е)(1 4-0(е))) ^70(е) 4֊ 
1*1 > О

+ 2 14г(е’)4֊4/(е)С^(е)(Ц֊О(б)))^2С|"(е)^ 4т(е)4֊/О(е). 

՝*Г>0 |7|>о

Таким образом, при е | О 
|/֊Р|^2Ся(е)2 4г(е) -|֊ /О(е). (5)

1*1> О 
«Ф 

Так как при |Л| О 
Л _

У1*(£)^аЛ I* • •! П (X/—х։-1)тВ(хп)ах1 - • ‘ йхп = 
Лп>...>х։>о 

хп>£
= ап |/л1|л|(л(т4-1)-1)!)֊։ 5 Л"(т+0-« В{х)ах < 

х>» ,

^ал|л«!]л|(п(тД 1)—1 )1|~1е-։ | хп(т+1,В(х)(1х^

^ал|т!|п|(л(/п4- 1)т 1)1)"։л(т 4֊ 1)₽я(Я1+։)+։ .
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то по (4)

J-' 2 Лг(«)<лг-> 2 ■/,?(«) «е , ”(тЛ‘* „ (2я-1)
|*1> о Г*|> о e[/i(/n4-1)4֊ 11

где

Теперь сравнивая (5) и (6), приходим к оценке
Сй(е) /-V֊Q|<O(e)+C։-L2 

е

$п(т +IJ+1

рл(т + 1)

(6)

(7)

С, = 2(2п-1) - .
л(/п-Ь 1)4-1

Выбираем СД։) = Са֊։е֊«. а »=(?я(т+|)+1) лт+։ (0<б<1), 
откуда на основе (7) находим ■/-֊(}.

С другой стороны

•/-։(Р֊?о)<^-։(<2֊֊£>)^֊։ . С • R
И

•'-V- ?о1« /-։|7- 01 +/-‘(<2-?„) <■/-V- 01+лг-։Сй (8)

Наконец, при выбранных ։>0 н С,(։), когда ։ Ю, из (2)—(4)
ЛГ-1«<С։|С։(Е)|"(₽я<я1<.,1+1/р«<»-+»)м.О,

откуда, вкупе с (7), (8), заключаем при ?Я(л»+։)+1 /р'։<'п+1>-О, 
У-։(7—7о)~*О. что и т. д.
В. Покажем, что д~с/0 при Р(Я+п(т+1>/??”"+1,-*0.

Можно вывести неравенство

/1+1 XI—Xi 1
7t+ft+—< .՝ • • • J՛ G(x„+i) П |։z(xz—x/_|)exp|— f jdx1..,dxn+։<

< f • • • f G(^<+>) П a(Xi — Xi-i)dXi . . . dxn+i = H, (9) 
xn+ >0 <-•

где
G(x)= 1 - [5(x)|;+«.

Для доказательства эквивалентности
def _ л-м

77^7՜ = ։՞+՛ J ... J' О(хя+։) П (х,— х4-։)« dx՝ . . . dxn^ 
хл+։>...>.х։>0 <->

введем в рассмотрение интегралы (\-(։) совпадает с введенным ра­
нее, но при л4~1).

/y*(e)=J՛ . . . J՜ 0(хлч.։)П а(х, — xz_։)dx։ . . . dxn+l, 
s^(») <-։*

— л + t
/■»'G)=«n+l J ... J С/(хя+։) 11 (xt - Xi.iVdx, . . . </хяИ, (։>0) 

5 .(•> f-1
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£г(е)=а"-Н1 + 1 )'...) 0(хя1։) П (х1-х1^)т П а(х։-х1 _։)</л։...</лл+|. 
з^(«) {Л|=0| (Л։ = 1)

Дг

При любом г I О произведем оценки

|«-г|<^5-(.)֊г5(е)|+2; I «»(■)֊М‘)1 + 2 М։>- г."<։)1«
|*|>О |»|>0

€|Гг-(։)(1 + О(е)>-Г-(е)|+У|£։-(«М1 + О(։))-£;(.)|+2|4;(։) + ГИ01- О 17 яг к
1*1 > о 1*|>о

= ГГ(в)0(е)+2 {£А<-)( 1+0(0)+ Гг(е))^
1*|>о

ГО(е) + V ГГ(О |С1*1(б)(1 + 0(е)) + 1],
р|>0

откуда при каждом е | О
Д'՜1 • Т • 0(з) 4֊2С«+‘(е) • Л/֊1 V Гг(е). (10)

1*|> О

Аналогично V подсчитывается Т

ал+1 • [т!]п+։ ,
' =~—777—, .хи £('^»И'я4-в, (И)

|(я + 1)(/п + 1))1
где

/></0(0 (/>1).

Выражение /У-12}7\(е) оценивается аналогично Д'՜1 . У -/։*+) 
1*'1>о 1*1>о

при е|О

Л'-'^ТХе)
1*1 О

(^+ 1 + 1 )^(л 1 Игл 4-1)
[(„+!)(„,+1)+1]£п(гп+։)

Поскольку £։ = (п + 1)^ и из неравенства (а) (р>0; (^>0......
Дп>0)

(а։+ ... +ал )р пР-'(а{’-г ... +а£)
следует

£(Я+1мт4а) = М(М- ... +^+։)<я+1Дн։+1»С(я+1)‘л+1»/п+։).₽(Я+1ит+։), 
где случайные величины ц։....... тМ41 независимы и имеют ф. р. £(/). т0
условие ?(Я. 1ит+։Ая(я։+1’-*0 влечет за собой ^(Я+1)(,л + 1)/^։п('п + 1)—0. 
т. е.

Л'-’У Гг(е)-О.Л* ՝ 7
|*1>о

Следовательно, вспоминая формулы (4), (10), (11), при выборе 
С։(е) Ся ’г ш и г=(р(л1нт () (0<^6<]), заключаем
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. |/у_ Г|-ьО. (12)

Наконец, по (9)

• л/^-։ • 
«>1

и, возвращаясь к (4), (И), (12), получаем, что при Р(л+1>(/п+1)/??('я'*’1)-*0
т. е. <?~7о/>։

Г. Из условия ?(я+։)(т-ы)/?(1Я+‘1(п+11 0 по неравенству моментов следу­
ют ^-*-0 и условию ^л(т+п+։ /р‘|я*Ч(«+и->о. Очевидно также выполнение 
условия Р1л+1д/п+1)/?1{։п+1)-»0. Тогда

յ՜^ց՜^-հօ

и имеет место теорема 3. 2 работы (։), что и т. д.
Замечание. Теорема верна также при условии

П13\(/(д 4-1 |(т է-1), +1) 4-1 )

т ¥ Խ
Вычислительный центр ЛИ Армянской ССР
и Ереванского государственного университета

Է. Ա. ԴԱՆԻԵԼ9ԱՆ. Ն. Ս. ԱԷՄԼՅԱՆՈՅ<Արադ» սպասարկման դեպքում (7//(7/г/Л—Г տիպի սիստեմների հետազոտում ասիմւդ տոտի 1|

Դ իասւրկւքռւ մ է ր հատ սարք և II—ք սպասման տեղ ունե3ող մի սիս­
տեմ I Առաջացող պահանջները կաղմոէմ են .1(Հ) բաշխման ֆունկցիսղով 
ոեկուրենտ ներմ տնող հոսք (>1(0)=0).

Պահանջները սպասարկվա մ են միմյանցից անկախ և մի պահանջի 
սպասարկման մամ ան ա կր հանղիսանւսմ է բաշխման ֆունկցիա անեցող
պսոոահական մեծաթրսն (5(0)=0)- 1!պասարկման և պահանջների աոա֊ 
շաղման պրոցեսներն անկախ ենւ Սկզբնական մոմենտին սիստեմն աղաւո է 
պահանջն!» րից։

Սպասարկման մաւ անիսկի Ծւիոքր]։ լինելու դեպքում պառանչի առաջին 
կորասսւի Հ պւստահական մոմենտի վերաբերլալ ապացուցված է սահմանա֊ 
լին թեորեմ»?,=յ (է>0), Д(/)=1-е.хр|-(а(«)</«|.

0 Л
Դիցուք' ա) ֆիքսած րտշխման ֆունկցիա Լ ե

а;։ = |1—Л(и)] ’ յ էձձ(է փ и)
0

րստ Ա-ի |()<//Հ4֊օօ| »» ս» հէք ան и է էի ա կ են.

263



ր) ՕՀ<։(է)<Շ<+օօ, 0</<փօօ.
փոքր է*ի համար'

а(1) = ։/՞ 4 0(Гт+1) (է I 0, օ>0),

ուր т-ր դրական ամբողջ թիվ է-

Թեորեմ. Пт Р|а07т>л| =е~х 
3(л + 1)(т4-1) >0
^(л+!)(/п41)-1

тр*
л г—1

/ = ал յ .. . յ П (х/—л(-։)т П |1 — В{хп—ху)]^х։ .. . 4хп. 
хп> ...> Х,> 0/-1 >-Ս
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