
2ԱՑԿԱԿԱՆ ՍՍ: ԴԻՏ Ո Խ Р* 3 Ո հՆՆԵ Ր Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ԼՃ11 1976 ~

УДК 519 4

МАТЕМАТИКА

Ю. М. Мовсисян

К теории гомоморфизмов универсальных алгебр

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 30/111 1976)

I. В работах/ 1-2 ) вводится новое определение гомоморфизма и 
развивается соответствующая теория универсальных алгебр. О многих 
сходствах и отличиях возникающей при этом теории по сравнению с 
обычной теорией универсальных алгебр упомянуто нами (2). Настоя
щая работа является продолжением этих работ. Параллелизм между 
обычной теорией универсальных алгебр и той теорией, которая возни
кает при новом подходе определения гомоморфизма далеко не полный 
И здесь мы замечаем ряд специфичных ситуаций, связанных с новым 
определением гомоморфизма. Отмстим лишь один из них. Как и в обыч
ной теории универсальных алгебр (3), ядра новых гомоморфизмов 
являются конгруэнциями. Обратное утверждение в обычной теории 
универсальных алгебр, как известно, также верно: каждая конгруэнция 
является ядром некоторого гомоморфизма. Однако, при новом опреде
лении гомоморфизма, на некоторых алгебрах, оказывается существуют 
такие конгруэнции, которые не являются ядрами подходящих гомомор
физмов. В связи с этим возникает понятие ядерной конгруэнции.

Под словом «алгебра» в дальнейшем подразумевается универсаль
ная алгебра.

2. Если £)=<(?; —алгебра, то арность операции .4 £ У 
обозначается обычным путем |Л|. Тип алгебры О определим как 
множество:

Г=(|Л|И6 VI.
Например, тип кольца, по нашему определению, есть множество |2|. 
Алгебры 1Э и I)' называются однотипными, если они имеют равные 
типы. Если тип алгебры равен Т, то ее будем еше называть Т 

алгеброй. Алгебру ГУ = <(/; 2У> будем называть подалгеброй / 
—алгебры и писать /9'^/9, если У.'и 79'
является Г—алгеброй. Например, каждая коммутативная группа есть 
подалгебра некоторого кольца. Равенство двух алгебр определяется 
так: \
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Класс всех подалгебр одной и той же алгебры (включая быть мо
жет пустое множество) образует полную решетку относительно частич
ного порядка ,<*.

Теорема I. Полная решетка всех подалгебр каждой алгебры 
является компактно-порожденной (определение см. в (*)).

Подалгебры вида <(?-, У> алгебры <(?; £> будем называть 
главными подалгебрами. Класс всех главных подалгебр одной и той 
же алгебры также образует полную решетку.

Теорема 2. Полная решетка главных подалгебр каждой алгеб
ры является компактно-порожденной.

Справедливо и обращение этого утверждения.
Теорема 3. Каждая полная компактно-порожденная решетка 

изоморфна решетке главных подалгебр некоторой алгебры.
Следствие. Каждая полная компактно-порожденная решетка 

вкладывается в решетку всех подалгебр некоторой алгебры.
Если

•Ио = {<<?/;
есть класс всех подалгебр алгебры = то совокупности

^9=

М* — | |

являются полными решетками относительно теоретико-множествен
ного включения. Эти решетки соответственно называются первой и вто
рой решеткой подалгебр алгебры Г). Понятно, что решетка главных 
подалгебр вкладывается в первую решетку подалгебр, а вторая ре
шетка подалгебр всегда вкладывается в решетку всех подалгебр 
заданной алгебры.

Теорема 4. Первая и вторая решетка подалгебр каждой алгебры 
является компактно-порожденной. Вторая решетка подалгебр ,П«. 
каждой алгебры является подрешеткой в решетке всех частей мно
жества V.

3. Перейдем, теперь, к понятию гомоморфизма.
Пусть О = <<?; 5> и О' — <<?'; две однотипные алгебры. 

Упорядоченная пара (?, <|») отображений ©:(?-*{? ,'т1: называ
ется гомоморфизмом из алгебры О в алгебру О и обозначается 

(\р, Ф); о=>О', если отображение | сохраняет арность операций и 
для’любых А^У ,|А| = л и л\.......хп^ справедливо равенство:

?|А(х։.........х„)) = [М|(?Л.......?*л).

Пара (е, I) тождественных отображений ։ :(?-*(?. в есть
гомоморфизм алгебры О в себя.
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Пара <?(?; ФУ> является подалгеброй алгебры И' и называется 
гомоморфным образом алгебры О.

Если пары (®, ф):Э=> О1 и (Л, ц): О1 => £)' являются гомо

морфизмами. то пара отображений (»Х, фр) есть гомоморфизм О— >13' 

и она называется произведением гомоморфизмов (у, ф) и (Х,р). Таким 
образом, алгебры и их гомоморфизмы (в качестве морфизмов) об
разуют категорию.

Гомоморфизм алгебры в себя называется ее эндоморфизмом. Мно
жество всех эндоморфизмов одной и той же алгебры образует полугруп
пу с единицей.

Эндоморфизм вида (?, е) называется главным эндоморфизмом 
Совокупность всех главных эндоморфизмов образует полугруппу с еди
ницей.

Теорема 5. Каждая полугруппа с единицей изоморфна полугруп
пе главных эндоморфизмов подходящей алгебры.

Следствие. Каждая полугруппа с единицей вкладывается в 
полугруппу всех эндоморфизмов некоторой алгебры.

Если

Епс1П = фу) | 1^7]

есть полугруппа 
совокупность

всех эндоморфизмов алгебры ՝%,՝>, то

Еп<Н}=\ъ\1&}
образует полугруппу с единицей и называется первой полугруппой 
эндоморфизмов алгебры О. Аналогично, совокупность

Епс! V = I ф/ |/Су I

называется второй полугруппой эндоморфизмов.
Теорема 6. Полугруппа главных эндоморфизмов вкладывается в 

первую полугруппу эндоморфизмов и

Епд О = Епд X Епд V

тогда и только тогда, когда Еп(Е£ —одноэлементна.
Следствие. Каждая полугруппа с единицей вкладывается в 

первую полугруппу эндоморфизмов некоторой алгебры.

Гомоморфизм (<р, ф) называется эпиморфизмом, если отображе

ния <р, ф сюръективны и мономорфизмом, если отображения ®, Ф 
инъективны. Изоморфизм —это одновременно эпи- и мономорфизм. 
Изоморфизм алгебры в себя называется ее автоморфизмом. Множест
во всех автоморфизмов одной и той же алгебры О образует группу 
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АиЮ- Автоморфизм вида (с. г) называется главным автоморфизмом, 
их совокупность также образует группу.

Теорема 7. Каждая группа изоморфна группе главных автомор
физмов некоторой алгебры.

Следствие, каждая группа вкладывается в группу всех автомор
физмов некоторой алгебры.

Множество всех обратимых элементов первой полугруппы эндомор
физмов называется первой группой автоморфизмов алгебры и обознача
ется через АШ С}. Аналогично определяется и обозначается вторая груп
па автоморфизмов. Понятно, что группа главных автоморфизмов вкла
дывается в первую группу автоморфизмов.

Теорема 8. Группа главных автоморфизмов является нормаль
ным делителем во всей группе автоморфизмов и

Аи1 й= АШ (? X АШ V

тогда и только тогда, когда Аиг^ —одноэлементна.
Следствие. Каждая группа вкладывается в первую группу авто

морфизмов некоторой алгебры.
Для последнего результата справедлива и двойственная форму

лировка, т. е. каждую группу можно вложить и во вторую группу авт 
морфизмов некоторой алгебры Мы хотим сформулировать этот резуль 
гат в более сильном варианте.

Теорема 9. Каждая группа одновременно вкладывается как в 
первую, так и во вторую группу автоморфизмов подходящей алгебры.

С каждым гомоморфизмом (?. ф): Д =► 1У связана пара отно֊ 

шений эквивалентностей г и /, определенная соответственно на мно
жествах Р и 2 алгебры О — <(?; £>. При этом:

лгу ч=> фЛ = ?у, л, у £ <1, 

А^В ч=> Й = Й. А. В Г- V.

Упорядоченная пара (г, /) называется ядром гомоморфизма 

(?, Ф) и обозначается через Кег(ъ, }).

4. Пусть £> = <(?: £> —произвольная алгебра, аги/ —неко
торые отношения эквивалентности, определенные соответственно на 

множествах Ц и Упорядоченную пару (г, П назовем конгруэнцией 
алгебры О, если:

а) из отношений -т1г.с1, хтгхт следует

А(х։....... л-я)гЛ(х;......... х„) где, X;. х, 6 Р. А € 1. |А| = т.

б) из отношения А(В следует |А| — |5| и
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А(х։........Л’л) гВ (х։, .. хп) для любых х։.........хп £ <2, 

где Л, В££, |Д| = п.

Нулевая конгруэнция определяется как пара (0,0), где:

хОу -<=► х = у, х, у£$,

А0В\=> А = В, А, В£Х

Единичная конгруэнция определяется как пара (1,1), где:

х!у <=► х, у^, 

Д1Вч=>|Д| = |5|, Л,В&.

Нетрудно проверить, что ядро любого гомоморфизма является 
конгруэнцией.

Пусть ^ = (г։/г) и 7г = (г.,, /а) две конгруэнции некоторой алгеб
ры, определим:

7։ Г1 С С-
Класс всех конгруэнций, определенных на одной и тон же алгеб

ре образует полную решетку относительно частичного порядка
Теорема 10. Полная решетка всех конгруэнций каждой алгебры 

является компактно-порожденной.
Если

Ь = 1(ММ/. /VI
ест։ класс всех конгруэнций алгебры В), то совокупности 

11 /-՝- = И/1/6/1
также образуют полные решетки. Решетки Вр и Ь* называются со
ответственно первой и второй решеткой конгруэнций алгебры

Теорема II Первая и вторая решетки когруэнций каждой ал
гебры являются компактно-порожденными.

Справедливо и обратное утверждение.
Теорема 12. Каждая полная компактно-порожденная решетка 

изоморфна первой решетке конгруэнций некоторой алгебры.
Существует и другая характеристика первой и второй решетки кон

груэнций. А именно справедлива следующая.
Теорема 13. Первая решетка конгруэнций Iр является поо' 

решеткой в решетке всех эквивалентностей множества (ф Вто
ра՛: решетка является подрешеткой в решетке всех эквива
лентностей множества У՝.
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Пусть д = (г. г) есть конгруэнция алгебры О = £>. Эле-
*

менты фактор-множества У;? = у можно трактовать как операции, 
определенные на фактор-множестве (^'г = ц следующим путем:

.. Хп) = А(хх...х,Д

где д£у, |Д| = «. др ...,хл€р-

Корректность определения операции д следует из определения

конгруэнции. Таким образом, определена алгебра <и/г;2Х>, назы
ваемая фактор-а..геброй алгебры П по конгруэнции д и обозна
чается как £>/<?.

Фактор-алгебра Т—алгебры есть Г—алгебра.
*

Пара (?., ՛!»,) отображений ?, :л — •!». : А—>д является эпимор
физмом О=>О1д. Он называется естественным гомоморфизмом.

Теорема о гомоморфизмах. Если. (?, 1»):£)->/)’ есть 

эпиморфизм и Кег (?,]>) =<?, то существует изоморфизм (>., «»): 
О՛ -> О/‘д такой, что коммутативна следующая диаграм ма:

II (МО 
ОД .

т. е. р. = ък и о, — ф р.

5. Как уже было отмечено, ядро (г. /) любого гомоморфизма 
является конгруэнцией. Обратное уверждение однако не верно, т. е. 
существуют конгруэнции не являющиеся ядрами подходящих гомо
морфизмов. Рассмотрим пример алгебры 2>, для которой 

в» 
отображение Д->|Д| не является инъекцией. Пара <; = (!,/), где 

<<Ч, является конгруэнцией алгебры <ф; хотя понятно, что 
она не может быть ядром для некоторого гомоморфизма.

В связи с этим конгруэнцию с/= (г, О будем называть ядерной, 
если она является ядром некоторого гомоморфизма. Для каждой 
алгебры нулевая и единичная конгруэнции являются ядернымн. 
Существует такая алгебра, которая не обладает другими ядернымн 
конгруэнциями, кроме нулевого и единичного. Например, алгебра 

р; у^ где V —класс всех унарных операций определенных на 
Множестве (д. Напротив, существуют и алгебры, каждая конгруэнция 
которого ядерна. Этим свойством обладает, например, каждый груп
поид.
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Теорема 14. Конгруэнция д = (г. Г) алгебры О = <(?;^> являет
ся ядерной тогда и только тогда, когда она является ядром 

естественного гомоморфизма (а, ):£)=► £)/<;.
Пусть 5 —некоторое множество и Н —некоторое отношение 

эквивалентности этого множества. Если НсЗ, то его Н —замыкание 
обозначим через

|/У]Н = | | а&Ь для некоторого
Ограничение отношения н на подмножестве Н будем обозначать 

через
Если Л' = <(/; >£'> есть подалгебра алгебры Л = <(?:^> и 

^ = (г,/) —конгруэнция алгебры О, то нетрудно проверить, что 

пара <|(?']г. |2£']/> является подалгеброй алгебры £> и пара 

<гу : Г. > —конгруэнцией подалгебры Л'. Подалгебру К> 

обозначим через |Л']^, а конгруэнцию <г<?՛, /х. > —через до՛-
Первая теорема об изоморфизмах. Если О' —подалгеб

ра алгебры [) и д—конгруэнция алгебры О такая, что \О'\д — О 
то алгебры О/д и О' /до՛ изоморфны.

Пусть = произвольная алгебра и д — (г, I) —ядерная
конгруэнция алгебры О. Рассмотрим произвольную конгруэнцию 

ф = (е, 5) алгебры О такую, что <]<ф. Определим бинарные отно- 

шения е/г и 5// соответственно на множествах р/г и £// следующим 
путем:

Л е/г у<=>л7у, х,у(Р, А-, у€(^.

Л АзВ, д,

Из ядерности конгруэнции д следует, что отношения е/г и з/1 

определены корректно и нетрудно проверить, что пара <^е/г, 

является конгруэнцией нафактор-алгебре О/д. Конгруэнция <<?/г, 
обозначается через ф/д.
Вторая теорема об изоморфизмах. Если д и ф такие ядер- 
ные конгруэнции алгебры О, что д< ф, то алгебры О/ф и О/д/ф/д 
изоморфны.

Ереванский государственный университет.
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ՅՈԽ 1Г. ՄՈՎՍԻՍՅԱՆ
!11ն|ւ111»սш| 1>անրահաշ|ււ|նհր|ւ 1ւոժոմորֆ|ւ<լմներփ տԼսության շուրթը

Հեղինակի 2) աշխատանքներում ներմուծվել է հոմոմորֆիղմի նոր 
սահմանում և ղարղաըվել ունիվեսալ հան րահաշիվների համապատասխան 
տեսություն։ Ներկա հողվածք հանղիսանում է 2* աշխատանքն երի
շարունակությունը։ Հողվածում ուսումնասիրվում են'

1. Ունիվերսալ հանրահաշվի ավտոմորֆիզմների առաջին, երկրորղ և 
ղլխավոր խմբերր։

2, Ունիվերսալ » անրտհ աշվի էնղոմորֆի դմների առաջին, երկրորղ և 
ղլխավոր կիսախմբերը։

3, Ունիվերսալ հանրահաշվի կոն ղրուեն ւյ ի ան և րի ա սաջին և երկրորղ 
ստրուկտուրաները:

4, Ունիվ երսայ հանրահաշվի միջուկային կոն դրոլենցի ան երր:
Հետազոտությունների բոլոր այս ուղղոլթյոլներր կապված են հոմոմէր֊ 

ֆիղի նոր սահմանման հետ։
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