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Пусть Н— действительное или комплексное гильбертово про­
странство, ил, и2....... ип —произвольные векторы из Н и 0<7<1.

Тогда имеет место следующее неравенство Пэли—Зигмунда, ((։)стр. 48)

т /€|0,11 ։
п

II ^լրձէ)սւ и 
/-1

1/2 (I)

где т мера Лебега на [0,1) и г։(7) — функции Радемахера.
В настоящей заметке показано, что неравенство (1) позволяет 

перенести некоторые теоремы о действительных функциональных 
рядах на ряды функций со значениями в гильбертовом пространстве. 
Отметим при этом, что известные нам доказательства приведенных 
ниже теорем 1 и 2 для случая действительных функциональных 
рядов не используют соответствующего варианта неравенства (1) и 
основаны на других фактах.

Всюду в дальнейшем приняты следующие обозначения: Н дей­
ствительное или комплексное гильбертово пространство, (-,р) 
— вероятностное пространство и X/, 7=1,2,... —измеримые отобра­
жения 2 в Н.

Теорема 1. Если ряд ^х,(ш) безусловно сходится по мере 
на 2, то ряд V || х<(ш) || 1 сходится поят и всюду на 2.

Доказательство. Предположим обратное. Пусть ряд 
V || ||3 расходится на множестве положительной меры. Тогда
найдется множество (20с.(^ с п(^о)^>О» число М>0 и возрастающая 
последовательность натуральных чисел |/^| такие, что выполняется 
неравенство

Ճ‘н -М*») || ։>м, «’ с Զօ, л = 1, 2, . .. (2)

Для любого натурального числа /г и для любого £ 20 положим:
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Е,.„= Г£|0. 1|:
я*+1 II /я»+| \1Ч)

|>).( 2 ||л,(«>)||>) . (3)
«•Лд+1 1| \/-лА + 1 / )

Применяя неравенство Пэли—Зигмунда к системе векторов 
0. ,.0, х„л+1(м>),..лтЯ|г+1((п) получим:

(4)

Г-1 1Пусть а —некоторое число из интервала (0. — (1—>2)2). 
3

Для любого натурального числа А и для любого /£[0, 1| положим: 

и
£»=|«е|0, 1|:|1(2։.,)>а|1(С0)|.

Тогда имеет место неравенство

4(1

, Л = 1, 2,...
1 —л (5)

Для доказательства (5) положим

и пусть /л есть характеристическая функция множества Су. 
Тогда из (4) в силу теоремы Фубнни получим:

У/*(Л ш)и(^) > -֊- (I ֊'։)М2о). 

2
(6)

С другом стороны, в силу определения множеств Еь имеем:
։
( т(сМ) <о)н(<М= (т((Н) I /*(/,

М • / </
0 2 Й

4- т(сН) ( х*(Л < /и(£*)н(Со)+(1—/я(£'*))ян(со) = 

а

= («4-(1—а)т(£*))р(20): (7)

о

Теперь легко видеть, что (5) следует из (б) и (7).
Таким образом, для любого натурального Л существует мно­

жество Еь, для которого справедливо (5) и такое, что для любого 
выполняется неравенство

Н2*./)>ан(-’о)- (8>
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Положим Е = lim sup Ek- Тогда т(Е)>0 и, следовательно Е не 
* -00

пусто. Возьмем некоторое t£E. Тогда из (2), (3) и (8) следует, что 
при бесконечно многих значениях 1г выполняется неравенство

и(ш£2: >>УЛ1 Լ>պվ20), (9)ճ Դ(Ս •*/<*“) 
I

откуда получаем, что ряд Мл(/0)л1(«>) не является сходящимся ио 
мере на 2. С другой стороны безусловная сходимость по мерс ряда 

эквивалентна сходимости ряда ^£^<(<0) при любом выборе 
знаков е<=±1, что противоречит неравенству (9). Теорема 1 доказана.

Заметим, что теорема 1 содержит в себе в качестве частных 
случаев две теоремы доказанные В. Орличем. Это случай, когда Н 
совпадает с действительной прямой (’) и случай, когда функции х։(ш) 
постоянные (3) (см. также (*)).

Следующая теорема относится к С — последовательностям по 
мере (см. (’), III, §8 и (в), стр. 300).

Определение. Последовательность |л.',(ш)) называется С—пос­
ледовательностью по мере на 2, если для любой сходящейся к нулю 
последовательности чисел |ал| ряд ^ад(ш) сходится по мере на 2.

Теорема 2. Пусть |Х/(ш)| есть С — последовательность по 
мере на 2. Тогда ряд 2 || хДш) || 2 сходится почти всюду на 2.

Доказательство. Пусть р/| — произвольная сходящаяся к 
пулю последовательность положительных чисел. Тогда при любом 
/£|0, 1|, Нтп(Оч = 0. Поэтом}՛ в силу условия ряд 2гдф/хДш) 
сходится по мере на 2 при любом /£(0, 1]. Тогда из теоремы 1 сле­
дует, что ряд V ||//хДш) || 2 сходится почти всюду на 2. В силу 
произвольности последовательности {К/ | отсюда следует, что ряд 
У || х/(ш) ||2 сходится почти всюду на 2, что и требовалось.
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Ֆ. Ա. ^ԱԼԱԼՅԱՆ
brl|iit հետևանք *4Լլ|ւ — 9,|ii|ifnifiq|i սւնհ'ւււ|ասարւււ|>|ու(ւ|ւ<յ

Թող H-ն իրական կամ
(|4, 2)֊ն չափևլի տարածու թլրո ն, 
ւոապատկե րա էքներ են //.

կոմպլեքս հիլրերտ լան տարակա fJէ» 
ե /=1,2,... էա,№ւՒ ШГ~

Ապացուցված են հետև լա/ թեորեմները^
Թեորեմ 1. Եք>|յ ^^/(ա) շարքն ըսա լափի ոչ պայմանական զուգա­

մետ Լ 2-ի վրա, ապա V || %/(ա) || 2 շարքը զուգամետ Լ համարյա ամենու­
րեք Զ-ի վրա:

Թեսրեմ 2. bpb |Л/(ш)|֊й ըստ չափի С էհսջորդակսւնություն I. 2-|ւ 
վըսւ, ապա V || Х/(ш) || 2 շար^ը զռւպամՆտ I. fiu/ifiupjui ամՆնոպւեք Զ-ի վըա:
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