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(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР А. А. Талаляном 10/11! 1976։

Идея о так называемом мультипликативном дополнении системы 
функций принадлежит Р. Боасу н Г. Полларду (*). Ими установлен 
следующий результат:
Теорема I. Если |#я (х)| — ортонормированная система, кото- 
ра я может быть сделана полной путем присоединения конечного 
числа функций, то существует измеримая ограниченная функция 
/п(х) такая, что система |/л(х) (х)| является полной относи
тельно
Опираясь на теорему 12 работы (’) А. А. Талаляна, Дж. Прайс и Р. 
Цинк (3) усилили этот результат.
Теорема II. Следующие свойства системы |#л(х)|*_1 определен
ных на (О, I) функций эквивалентны.

(М) Система |£л(х)|*_։ полна в смысле сходимости по мере 
на (0. 1)

(Т) Для любого положительного числа е, существует измери
мое множество 5,, р (<$.)>! — е, такое, что система 

полна в £։(5.),
(ВР) Существует ограниченная измеримая неотрицательная 

функция т(х) такая, что система |/и(х)£„(х)|®_, полна 
в £։|0. 1|.

Заметим, что эквивалентность (М) и (Г) доказана в работе (2). 
Далее, Бен-Ами Браун (՝*), основываясь на лемму 3 работы (։) А. А. 
Талаляна, усилил результат Р. Боаса и Г. Полларада в другом на
правлении.
Теорема III. Пусть |Ф„ (х)|* ։ — система определенных на измери
мом множестве £с|0, 11. р(£) > 0, функций образующих нормиро
ванный базис в 1Р(Е), 1 <* р <Сг’о.
Тогда для произвольного натурального числа существует 
измеримая функция Л1. 0 .И(х)<1, такая, что для любой функ- 
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ции /ин 1.р(Е) существует ряд ак(М <1'^ ак — действительные 
к— Л'е

числа, который сходится к / в метрике 1.р(Е).
В настоящей работе исследуется вопрос: возможно ли в услови

ях теоремы Бен - Ами Брауна найти такую ограниченную функцию 
Л1, чтобы |МФП|“ ч. являлась базисом в Ьр(Е). Оказывается, что от
вет на этот вопрос не однозначен. В дальнейшем понадобится следу
ющее понятие.
Определение 1. Будем говорить, что система (л')|“_։ опреде
ленных на измеримом множестве Е, к(£‘)>0. функций имеет свой
ство (А), на измеримом множестве Е, Ес^Е, если существу
ет положительное число а такое, что для любого натурального числа 
Л', найдется натуральное число Л'а такое, что

И(и Ек) = !*(/=•), 
А-Л|

где
Е/г= I*; |П(-Г)|^а) Л^՜.

Докажем теорему, которая будет основным инструментом для 
получения последующих результатов.
Теорема 1. Пусть {/л (х)|л_, — базис в Ьр(Е), 1<р<оо, а 

~ биортогонильная ей система функций. Пусть, далее, 
Л натуральное число и /И(х) ограниченная функция. Для того, 
чтобы система |Л1(х)/„ (х)|“_ Л +, была замкнутой минимальной 
системой в 1~Р(Е), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия: 

х
1. функция |.И(х)|՜’ V ап уП (Х) г^е Пп п ~ । 2..........у, -веществен-

/1 I

ные числа, принадлежит С<ЛЕ), — -1-— = 1, тогда и только тог- 
Р ' 7

да, когда все ап равны нулю՝,
2. для каждого /г, й = /'ч-}-], ЛГ+2, .... существуют единственные 
вещественные числа а'*\ я = 1,2, ..., Л’, такие, что функция

Ы*) = [Л1(л)]֊Ч £ (-г)-Н* (л)|
/I- 1

принадлежит ЬЧ(Е).
Доказательство. Необходимость. Если

V ая<р„(х)=£(л)£ ЦЕ}, 
л-1 1

то ввиду того, что

| р(х)М(х)/к(х}дх = ( [ V ?л (х)| 
Г Е п֊ 1

• /А(Х)4/л* = О,
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при /г = ЛЛ ь 1, Л'֊г 2....... и система |;И(х)/л (х)|*_<у_, ։ замкнута в
Ьр(Е), получаем а։ = аа = ... = ах = 0.
Пусть {'1»л(х);“-л,+| биортогональная к |М(х)/л(л)|“_ У+ । система 
функций. Для /г = /У-г1, ЛЧ-2, ...; / = ЛЧ-1, Л<+2....... имеем, что

1՝ Ч\(Л- /М(.г)/£(х)</х = I '• если 
.. (0, если

/ =Л
I к (**)

Так как является базисом в Ьд(Е), то из ( ) получаем.
что для каждого А = ЛД+-1, .¥+2, . ..

»ГЛ(х) = (;И(х)]֊' • [2а<^я(х) + ?Н*)1€^(£) л* I
Единственность коэффициентов а‘*’(я = 1, 2, .... V; Л=1, ...) очевидна. 
Тоста то ч н ост ь. Если существует функция ^(х)^Ьч(Е) такая, что 

1г(х)/И(х)/я(х)</х = 0, л-¥+1, Л'+2.......
Е

то

(х) = 2аАг?Л (х).
*-1

Следовательно

[ЛГ(л)]-։ • (х) = ё(х)^Тд(Е),

но из условия 1 следует, что а* = 0; £=!....... /V, т. е. £(х) ~ 0.
Минимальность системы {Л1(х)/п (х)(“_Л+1 очевидна, если учесть, 

что определенная равенством () система |’ГА(х)|* Л+։ биортогональ- 
на ей. Теорема 1 доказана.

С помощью теоремы 1 доказывается следующая.
Теорема 2. Пусть (/я(х)|“_։ —нормированный базис в ЬР(Е). 
1<><оо, который содержит ограниченную подсистему |/Лк(х)|*_р 
а |<ря(х)|® р где |<ря(х)“_։ является биортогональной к |/я(х)|“-| 
системой, состоит из ограниченных функций и |<р„Й(х) |* ։ 
обладает свойством (Л) на множество Е. Тогда, если для неко
торого натурального числа /V и для некоторой ограниченной 
функции .И(х) система (А1Д|*_Л + 1 является базисом в йр(Е), то

[Л1(Х)1 >^(Г),

Из теоремы 2 и теоремы 1 непосредственно следует
Теорема 3. Пусть {/я(х)|®_։ —нормированный базис в 1р(Е), 

который содержит ограниченную подсистему {/Я4(х)|*_р 
а {<ря (х)|“_։, где |<рл(х)|*_1 является биортогональной к |/я(х)|®_։ 
системой, состоит из ограниченных функций и (<рп*(х)|* । об юда- 
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ет свойством (Л) на множестве Е. Тогда для любого натурально՝ 
го числа N и для произвольной измеримой ограниченной функции 
Л4(х) система |ЛГД}лч। не является базисом в Lp(E).

Из теоремы 3 получаются:
Следствие 1. Невозможно, выбрасывая из тригонометрической 
системы {1, cos лх, sin «х|*_, конечное число функций, оставшуюся 
систему функций мультипликативно дополнить до базиса в 
Лр|0, 2՜], 1 <р<ос,
Следствие 2. Невозможно, выбрасывая из системы Уолша |w„(x))®_։ 
конечное число функций, оставшуюся систему функций мультипли
кативно дополнить до базиса в Л^[0, 1].

С помощью теоремы 2 можно установить, что тем же свойством 
обладают системы |1, cos«x|®_։ и |slnnx|®_j на отрезке |0, -|.

В отличие от рассмотренных систем, если из системы Хаара вы
бросить произвольное конечное число функций, то оставшуюся сис
тему функций можно мультипликативно дополнить до базиса в 
Lp, 1

Напомним определение системы Хаара |хп(х)).
Н меем:

yW(x) = l (0<х^1), а при k = 0, 1, 2,.,.

Z* '(*) =
/если

—/2*» если

О, если

где для каждого 1г индекс / пробегает значение 1, 2, ...,2А. Через 
обозначим систему Хаара, упорядоченную обычным образом: 

4°Чх) = /л(х),
а при л = 2*+/ (£ = о,1......... / = 1, 2,...» 2*)

7^(х) = -/,п(х).
Известно, что система Хаара |хл(^)}”_| является базисом в 

Лр(0, I], 1 <д<ео.
Из теоремы 1 легко следует
Лемма 1. Пусть |хя(*)1“_։ — система Хаара. Обозначим:

Если Л/(х) —ограниченная измеримая функция, то для того, 
чтобы система |7И(х)/л (х)|®_2 была замкнутой минимальной сис
темой в Ар|0, 1], 1 <^р <оо, необходимо и достаточно существо
вание последовательности интервалов э • Э
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где 1п— |]| таких, что

и |л։(х)|-'ег,|С№>|.
где 

— и СД»-> = |0, 11-Л"’1. л = 1.2.......

Теорема 4. Пусть |хп (л*)}®_։ — система Хаара. Тогда система 

|Л40(х)хЛ(х)]“_2, где М0(х) = 2֊я при х£ (-^77. п = 1, 2, ..., 

является базисом в А^[0, 1] 1^р<оо.
Наметим доказательство этого утверждения.
Из леммы 1 следует, что система рИ0(х)хп(х)|* , является замкну
той минимальной системой в Лр[0, I], (1 )<^рно так как биорто- 
гональная ей система

■;»>(Х) = 1Ч(л.'|-,/У'(^). * = 1.2.

՛№) = |л։։,(х)|-чх«'(х)-1<2*х|">(х)|.

где л = 2*+у; /«/«2*. состоит из ограниченных функции, то
ИМх)7.л (*))„_., ~ замкнутая минимальная система в Л։|0, 1].

Возьмем произвольную функцию Дх) из 1֊р, (1) /7<^оо. Легко про
верить, что

//(ОО)*' • АЦх)х</>(х) . //(О7У’«)^Х77’(х)

когда к = 1, 2, ..2^/< 2*.
Непосредственным вычислением получаем, что сумма

т

Л-0
^7(ПФ(л։,(О^Х^0(х)7П)(х)

на интервалах —\ 7 = 0, 1, ...» /и; т — 1, 2, ..равна
2 1 /

1/2/
2'+Ч/Ю<^ ։у2у+։

а на интервале равна

- 2”+1 //(О I Ч>(<) I - х МО(Х).
1/1т + 1

Откуда получается утверждение теоремы 4. 

Замечание. Для произвольной /(х) £ Л։(0, 1), 

сходится к /(х) почти всюду.

Сп Л10 (х) /п (֊к) л-2
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Теорема 5. Существует ограниченная измеримая функция Цх), 
такая, что \Т(х)/п (л-)|« 2 является замкнутой минимальной сис
темой в Ьр\0, 11, не являясь базисом в /.7|0, 11.

Таковой является, например, функция

Заметим также, что И(л)/П (х)|^2 является примером гильбер
товой системы, которая не является базисом в Л։[0, 1|.
Теорема 6. Пусть |/.л(х)|®_։ — система Хаара, и X произвольное 
натуральное число. (я/, Ь,), 1^/ /V, —интервалы наибдлыией 
длины, на которых все функции 1 <1 у </V постоянны

Тогда система

Օ = ս1<ծ1 = է22< «у=1.

|Лг0(^)7.л(х)|”_ЛЧ1, где

при Ь,),

Л10(х) —функция из теоремы 4. является базисом в ^10, 11, 1<р<Ъо.
Эта теорема вытекает из теоремы 4. Несколько более сложнее 

доказывается аналогичный результат для случая, когда из системы 
Хаара удален произвольный конечный набор функций.

.Автор выражает благодарность чл. -корр. АН Армянской ССР 
А. А. Талаляну за постановку вопросов, постоянное внимание к ра
боте и ценные обсуждения.
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Ղ. Ս. ՂԱՋԱՐՅԱՆ/յ,, 1 ւ մ բազիսային հաջ որզականու յ>յուններիմողտիս||իկատիւ| լրացումը մին;և -ի բազիսը
//լսումնասիրված է Լր՝ \Հթ< Օ©, տարածության բազիսներից վերշա֊ 

վոր թվով ֆանկցի աներ դուրս դց ե լո ւ ց Հետո, մնացած ֆունկցիաների րադ- 
մությունր սահմանափակ ֆունկցիայով բադմ ապա տ կելովէրա զիս ստանալու 
★Հեարավորոլթ յունր։ Նշված էք որ որոշակի պայմանների բա վար ուրոդ բա֊ 
զիսն երի համար հնարավոր չէ այդ ճանապարհով բազիս ստանար Ապա
ցուցվում է, որ Հա արի սիստեմից վերջավոր թվով ֆունկցիաներ դուրս 
Դք/ելոլց հետո մն ա ցած րադմութ յունր կարելի է մ ո ւ լտ ի պ լ ի կ ա տ իվո ր են դարձ
նել բադիս էը՝ -ում ։ Մ ո ւլտ իպ լ ի կ ա տ ի վ եդանա կով կարելի է կար
բերտյան բազիսի օրինակ1 որր Ռիսի բադիս չէ։ ներվում է նաև ճշ|(է|| -ում 
հիլբերտյան սիստեմի օրինակ, որր բադիս չէւ
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