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МАТЕМАТИКА

Ю Ր. Акопян

Скорость сходимости в 7г вариационно-разностных схем 
для двумерных линейных параболических уравнений.

Итерационное решение разностных уравнений

(Представлено академиком АП Армянской ССР С. II. Мергеляном 26/1 1976)

1. В области <2 = 2 (0, 7՞) с боковой поверхностью Г, где 
ограниченная односвязная область пространства А?г точек (л, у) (х։,х2) 
с границей 5 из С2, рассмотрим уравнение

ди Ժ / ди \ 3 , ди
 л, — ( «// I 4՜ х --Н аи = ] 
ot------ ft I дх( \ dxjj ТТ\ дХ{

с УСЛОВИЯМИ

«|։-.о = 0, «։'г = 0
ИЛИ

«|*-о=О,  ( у a;I — cos (■*.  х,) 4֊ zu \ — 0,

• Буквой С с индексами внизу в без них здесь и везде ниже обозначаются различ
ные положительные постоянные в неравенствах, не зависящие от й и рядом стоящих 
множителей.

\ i. y֊l dXj /г

где v—внешняя нормаль к S.
Предположим следующее:

ai/ZC^Q), b^C'^Q), «6ОД), з^С։(Г), /££2(Q), 
2 JK . 2

0 < jlo У Pi *<• Ио՝ 1‘։՜const,
i-i /./-i i-1

(1)

(2)

(3)

(4)

Тогда существует единственное решение и £ началыю-
-краевых задач и имеет место оценка (։)

II «II Г2.|(0) < с II / и (5)

Для задачи (1), (2) по области 2 определим сеточную область 
2Л (Л —шаг сетки) с границей 5Л. которая удовлетворяет следующим 
условиям (3-э): 1) область 2Л, ограниченная ломаной содержится в 
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области 2; 2) между точками ломаной 5?։ и 5 при помощи нормалей 
к 5 устанавливается взаимно-однозначное соответствие; 3) длины 
звеньев ломаной 5Л ограничены снизу величиной /Л; 4) расстояния 
точек до 5 не превосходят величины 8Л*.  Далее разбиваем область 
2Л на треугольники (’), причем длины сторон треугольников лежат 
в пределах |/։А; /2Л], а площади треугольников — в пределах [5։Л’;

Положительные постоянные /, о, /։, /2, $1։ $։, выбор которых 
обуславливается свойствами кривой 5 и алгоритмом построения 2ЛТ 
не зависят от А.

Сеточная область 2Л для задачи (1). (3) строится следующим об
разом: на область 2 накладывается квадратная сетка шага А. причем 
так, чтобы линии сетки были параллельны координатным осям; ячей
ки сетки разбиваются диагоналями под углом к/4 к оси д'։ на треу
гольники; в качестве 2Л берется наименьшее объединение треуголь
ников, содержащее 2.

Совокупность вершин и сторон треугольников триангуляции об
разует сетку, вершины треугольников назовем узлами сетки. Будем 
считать, что все узлы сетки перенумерованы в некотором порядке. 
Каждому узлу сетки (хт, ут) поставим в соответствие функцию 

у), равную единице в узле (хт, ут), нулю в остальных узлах и 
восполненную кусочно-линейно в 2Л. Вне 2Л функция <?т тождест
венно равна нулю. Разобьем промежуток [О, Г) на равные части с 
шагом -, 1п = п-, п = 0, Для я = 1, . . М определим
функции

?л1л(-^. У. О —
у), если (/я_|, 1п ]

О, если

а

Линейную оболочку функций соответствующих внутренним уз*  

лам сетки (то есть не принадлежащих 5Л) обозначим через /7Л<-, ли
нейную оболочку всех обозначим через /Ул,«.

Иногда аргументы х, уД в написании функций будем опускать. 
Введем обозначения:

Г ди .О/-—• +
дх1 

о
'п) = А։(«, V) 4- у аиуду, 

Г
здесь и ниже д(^=с1хс1ус11, а сГ2 = дхду.

В качестве приближенного решения первой (третьей) начально- 
“ о 

краевой задачи возьмем функцию Нцл (соответственно, //лл), ко
торая удовлетворяет интегральному тождеству

/V Р — ~ *
’2 ))г?(^л )б/2 + А/СУ, ?)--= (6)
"в у

при произвольной (соответственно, /Улл). где 1= 1 для зада
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чи (1), (2) н / = 3 для задачи (1),(3). Здесь С»(М)՜ есть т-։(и(/п)—

Через Уу°(<2) обозначим пространство, состоящее из всех эле
ментов имеющих конечную норму

|"|<? = зир II «(О II Л,(а) + II |7«| || о /<. т
где

ди ։ 12

д х

Имеет место оценка скорости сходимости вариационно-разност
ных схем (ВРС) для задач (1), (2) и (1), (3)

|н—т|? ^СЛ || / р (7)

при

В дальнейшем будем считать, что Л2.
2. Справедлива следующая
Теорема. Пусть выполнены условия (4) и оценка (5); тогда 
достаточно малых Л имеем

II и — 'и II £»(<?)<> СЛ2 || /1| (8)
Опишем кратко процесс доказательства лишь для задачи (1), (2), так- 
как для задачи (1), (3) оно проводится аналогично. Рассмотрим зада
чу

Ф1/-т = 0, Ф|г=0.

д * *“

 X (Ф(6,_։)-ФЛ(/„) )<*2 + ^1(®, Ф —Фл),

* Эта оценка получена в совместной работе 10. Р. Акопяна н Л. А. Оганесяна, 
причем показано, что она предельна по порядку и при этом оптимальное " надо брать 
порядка И’.

—(^/Ф) 4-а Ф = и — V, 
дХ(

Обозначим и—V через ■со. Для решения Ф£ иИл(ф) имеет место оцен
ка (5), а именно

И ф II »<«((?) < с И П (9)

Справедливо тождество

II ” II Ьв)— [ ®<К? + £,(«', ф)=/. (10)
V 
о

При помощи несложных преобразований можно получить равенство 
* п

/ = - V |՝ у (В(()֊«((„))</2Л+х2 у (®(М)ГХ

П՜ *п-\  '֊’ " ®
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где Фй есть функция из Н^-, совпадающая с Фл во внутренних уз
дах сетки (ФА—осреднение по В. А. Стеклову функции Ф по пере
менным л, у с шагом осреднения й). Пользуясь оценками (5), (7), 
(9), а также оценками

I ф—Ф^р^СЛ II ф II II *»֊**  II 1М>«№ II Ф II
•• •> ч V/

выведенными в упомянутой выше работе, можно показать, что

^<сл։11/1|1,<9> II® IIит.
Из последнего неравенства и тождества (10) следует оценка (8).
Тем же методом, как это делалось в (3), можно показать, что 

оценка (8) является точной по порядку в том смысле, что она сов
падает с поперечником по А. Н. Колмогорову множества решений 
дифференциального уравнения в пространстве А2(<?). При этом упо
мянутое выше соотношение между параметрами т и // является оп
тимальным.

3. В этом пункте рассмотрим метод простых итераций для ре
шения системы линейных уравнений (6).

Считая, что задана нумерация узлов сетки, сеточную функцию 
о»=|'здя։), где дат = те(лт, ут) будем рассматривать как вектор в ко
нечномерном пространстве Ри. где Л! есть число узлов сетки, име
ющее порядок Л՜2. Через (те, ?_) будем обозначать обычное скаляр
ное произведение в Ри.

Существуют такие матрицы Р, Е\п> и векторы g(n>, что интеграль
ное тождество (6) эквивалентно тождеству

л- 1
<?<'”) =

где. например, вектор ®<я1 определяется значениями функции у(х,у,/п)=

= т|1'" в узлах сетки. Ввиду произвольности ф наша задача сводится 
к решению /V систем уравнений

(Р + 1'^)^л) = Р£("-։) л = 1, . . ЛГ, (П)

причем гИ°> есть нулевой вектор из Р.и.
Для решения системы (И) при фиксированном п. рассмотрим 

итерационный процесс
>~՝Е (гН'” — = — (Р+ Р^՞ I) 4- Я(П)> (12)

>֊>0, й = 0, 1, . .

причем в качестве начального приближения возьмем нулевой 
вектор из Ям. Здесь Е—диагональная матрица, определяемая в (4), 
если мы решаем задачу (1), (3) и равная Л8/ (/—единичная матрица) 
для задачи (1), (2).
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Введем в Д?.и норму

II ? II £=(£“<?. ф)’/2.

Разность гЯ")—обозначим через £*,4  Пусть г՝я есть функция 
о

из Нь։.„ если мы рассматриваем задачу (1), (2), либо из А/Л... если

рассматривается задача (1), (3), такая, что г'я> при любом л=1........V
совпадает в узлах сетки с <еНя>.

Из (11) и (12) получаем

(Р+£<я>)£(г«) = Х >£■(£?£,

Умножая обе части последнего равенства на 2/л> и считая А дос
таточно малым, можно показать, что

г',"'՛)-11к<"ЧЩЗ+с,л>(<с,՛֊-л -»ц || £ + ~՜ * V * • — •»

+ (1+С3Л։)| (|4«-»|«2+С1ЛЧ19<“-1'|М2|. О 4 *

откуда следует

шах ||£<я> 1| л ^С/.֊'/;-2 тах ( || /—|| « || г»'՞) || £). (13) 
I ֊ /I < Л’ I п . Д’

Доказывается, что параметр /■ можно выбрать так, чтобы
ц/_Х£-1(Р+ЛМ))||£ 7<1։ (14)

где 1 не зависит от Л и я; при этом к = 0(1).
Нетрудно вывести, принимая во внимание (5) и (7), оценку

тех || -гИ։"> || Е^С( ||/|| мах ||</)||с). (15)
1<л<Лг ““ 1<д<Д'

Пусть <?>4 |1и А|
М

Тогда и из (13)—(15) следует оценка

шах || <«’ || е СЛ» || / II ։<л л'

с помощью которой получаем

|т>—С//՜1 тах
I < п Д

II £У’> II е « СЛ II / II 4.,,,.

II1'-^ || £,(«<< С тях || г<”> , Е < СЛ։ ||/ | £>101. 
1<лсЛг —

Итак, вспоминая оценки (7) и (8), можно утверждать, что при

<7>4 ֊—;
|1п֊,'|

имеют место оценки
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խ-Сй || / || || и— тч || ^СЛ2 || ք ||

При этом объем работы, затраченной для нахождения Тц имеет 
порядок Л~4|1пЛ|.

Ленинградский институт социально-экономических 
проблем Академии наук СССР

5ПК Ռ. ՀԱԿՈՈՅԱՆ
Ьг1|П1 չափանի դծսւ փն պաгшрՈ||ւ 1| հավասարւււ մների համար ։|արիացիոն-տարрЬրական սիւն^ա։|ի <{ւււ(|աԱ|ւսսււ[> յան արացույ» |ւււն|ւ ճ>տարա ծութ յո էհում: Տա гр հրա կան հավասարումներ ի իտԼ րաց իոն ||\ւծումր

Հոդվածում գծային ս/արաբոլիկ հավասարումների համար կառուցվում 
են վարիացիոն֊ տարբերական սխեմաներ երկու չափանի տիրույթ ում ւ 
Յույց է տրվում, որ Լշ տարածությունում սխեմաների դո ւ դ ա մ ի տ ո ։ թ յ ան 
արագությունը հ~ կարգի էէ եթե հ*  (որտեղ // ցանցի բայքն է րստ 

տ արած ո դա կան փոփոխականի, իսկ րստ ժամանակի )։
էԼւգա ցուցվում է ւգարդ իտերացիոն մեթոդի դո ւ գ ա մ ի տ ո լթ յ ո լն ր և ցույց 

է տրվում իտերացիաների թիվը, տրված ճշտոլթ յամ բ լուծոլմր գտնելու 
համ սւրւ
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