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Плоская задача теории упругости для области, 
составленной из двух усеченных клиньев

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 29/ХП 1975) 
»

Исследованию напряженного состояния клиновидных областей 
посвящены работы (1՜11) и др. В этих работах, в основном, определя­
ется порядок особенностей напряжений в угловых точках.

I Рассмотрим область, составленную соединением двух усеченных 
клиньев (рис. I). Для простоты выкладок положим, что линия соедине­
ния этих клиньев О։О2 является осью симметрии. При решении задачи 
будем пользоваться полярной системой координат. Как известно, на­
пряжения и перемещения выражаются через функцию напряжений Эри, 
которая является решением бигармонического уравнения
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В данной работе рассматривается решение первой основной плоской 
задачи теории упругости для Х-образной области (рис. 1). Целью рабо­
ты является получение контактных напряжений на отрезке О^О2 с вы­
деленными особенностями и исследование влияния наличия угловой 
точки О2 на характер напряжений около угловой точки О։, или наобо­
рот. Исследуется также влияние величины угла раствора и распределс 
ния внешних напряжений на значение коэффициента при особенности 
напряжений. .

Рис. I



,Т) = о(> =^+±2. + _1_*\ (1.1)
\ дг* г дг г^ду1)

Если ввести преобразование Медлина для функции [(г, у) л

Л(5.'՝?)= ^/(г, <?) Г-Чг, (1.2)

♦Г II . □

ю для определения функции Р(5, ®) получается обыкновенное урав­
нение четвертого порядка

Ру -4-2(5» +1)^'

решение которого имеет вид:

Л$,?)~Лсо$(5-1)?+£з1п($-1)? + Ссоз($+ 1)?+£)51п($4֊1)?. (1.3)

Функция напряжении /(г, <р) определяется через функцию Л($, ®) по 
формуле

Л', ?)= ~т (* Л*. (1.4)

С-1

а формулы для напряжений и перемещений примут вид:

Мг< <?)=-- I 5(5-1)Р(5, ©)/-'-՛</$
2г/ յ 

г-/ —

(15)

^?(г, «)= -

2к< I 5

Введем в рассмотрение две системы полярных координат г։, ©։ 
11 г։> с центрами соответственно в точках Ох и 0։.

Решение поставленной задачи ищем в виде суммы двух „мест­
ных решений-, т. е. в виде

ся-М-
2к//(г, ?) = V р=-л($,?„)/-* ։ 

сп-/- 

(1.6)
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Л(^ ?1) = ЛХ(5)СО8(5 - 1)?։ 4՜ ^(5)5111(5 - 1 )?։ 4֊ С1(5)С05(.9 4֊ 1)?։ т

4- П1($)51л($ 4֊ 1)?1, (1.7

£■«(«. <?։) = Л,С$)СО5(^ — 1)(?а - -) 4- 5,(5)81п(5 - 1)(<р։ — -) 4-

4֊ Са($)С08($ 4- !)(?։ — ^) 4- /)а(5)8|п(У 4- !)(<?, - -).

В силу симметрии на отрезке О|О։(«р1 = 0, <р։=՜) должны выполнять­
ся условия:

1’

^|(с 0)=0.
откуда в силу (1.5) и (1.7)

£,-($)=£>,•($) =0 (/=1.2)

2. Рассмотрим случай, когда на границе области заданы следу­
ющие условия:

а‘^)(г2, --А։)=/։(га), 

Ч‘|,?/г1’9^=^(г1^ '/Д),(г2. --Н1)=И4(^) (2-1)

Здесь и в дальнейшем индексом (1) помечены напряжения и переме­
щения, записанные в системе координат г։, ?1։ а индексом (2)— в 
системе координат г,, <р։.

Подставляя выражение (1.6) в (1.1), получаем формулы для оп­
ределения напряжений и

(2.2)
гл+'-

2^>(гп. ?л) = Г
• /

_ ^л($. <?л)
<*Рл п

д 1 д (* , . .
— ֊ — т— I £/>(*. чР) 

дгп Гпдуп 3 

(л = 1,2; л4-/? = 3)

Удовлетворим граничным условиям (2.1) и полученные выраже- 
ния проинтегрируем от нуля до оо, предварительно умножив их на 
г- (1 гп
——2. При этом после некоторых преобразований получим систему 

2тг/
интегральных уравнений:
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Л,,(5)4- f K/I.A *)V9) Л™(’’ s)Yp(s)]ds=fn(l) (2.3)
I Гр—I®
I Гр + /х> _

МП+J |A»<2.i(։.S)A>(s) + a;+1,j(:. s)r„(s)|</s = i'„(E).
*7>—**■

г IC

Л(*)= a՜1 \/п(гп)^гп, g„(;)= a-^gn(rn)rndrn. 
0 % 0

K/a(t, *) = ^֊Ц֊ ։- H" *’>•
2-t bk(s)

]/=1.2,3,4; //=1,2; £=1,2; p = l,2; j-\-k — нечетное число; p n=3|

£U(E. 5. % ®г) = fa 4՜ 1) cos 8,(5 — 1) sin (s 4֊ l)H։-(s — j) cos p։(5֊ 1)

X sln(s— l)A,-(5- l)cos&(e+ l)sin (5—1 )A2, (2.4)

*u(5, 5, Hn ♦%) = (I —$) cos ?։(5 — I) cos (s 4- DH։ 4֊ U — 5) X

X cos ?։(5- l)cos(s — 1)A2 4-(e- 1) cos^(5 4֊ l)cos (s 1)H, 

aft($) = sin 2 sf^h 4֊ s • sin 2 нЛ։

5. % H>) = (- О'՛-' «. нз. ej.

% ^) = (-D,։ s, Hi).

։, 0„ H,)=(-1H։-1>»W. (։. S. e„ «,). 
apy

[;,// = 1,2; 3y = n—Hy|

Исследование показывает, что система интегральных уравнений регу­

лярна, если Нп>-^—.

Коэффициенты An(s) и Cn(s) выражаются через неизвестные 
А',։($) и Кл($) следующим образом:

а֊^пАп = (S+1)**- sin (s4-1) Н„ (—l)rt ^cos (s+ 1)H„,

a~s^nCn= — — sin (s—1)НЛ 4֊ (—l)n ^cos (s-l)«n. 
s s

В частном случае, когда Н։^»А2, интегральные уравнения можно 
записать в виде:

Г+1яо
£4(£)_(_ 1)4 ^|/<п(;, S)L/n(S)֊^(B. S)W|rfs=

<*—/qq
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=֊|лт (-DW)i.
г + /оо

и,,(*)-(- ir f K„ (5, s) Un(s)-Kn^ $)И„(5)1 ds=

с-1ж I

= -4i,(E) + (-D՞ ?,(։», |

(л=։.2)

где I
2 (7n = Л’։ — (֊ )п A'a, 2ИП = У։ + Н)«Г,

△։(s) = A։(s) = sln 2sH-I-ssln 2Н.

Если же при этом 8,=^—тс, то эти уравнения упрощаются и прини­
мают вид: I

c + i® I
Ул(5) = (- D’-’f W, + ֊^֊1 7,(0 —( —1)'1/։(5)],

• 1 
с—4 я I

Ил(։) = 4|7(П + (-1)’Я,(О|. Л'((. I
2 2тс/ cos Sir,

Отметим, что полученные интегральные уравнения являются сингу-1 
лярными, так как ядра содержат функцию Е). Чтобы эти!
системы интегральных уравнений свести к регулярным интегральным 
уравнениям Фредгольма, исключим из уравнений (2.3) Х։, Yx (или А։ 
К։), тогда получим две независимые системы уравнений:

-v„(։)|i-QSf>(E)l->'„(։)Q|;l(։)=

( z)X» (г) + Pff(\,z)Y„(z}\dz +/=■„(£),

ГП-

(2.5)

-Ля(5) Q">(5)+ Г„ (O[1-Q^)| =

f [ Р^, z)X„ (z) 4- P^>(S, г) Yn (z) \dz + Gn (z) 

lf n - ,a>

где введены следующие обозначения:

P^G.?)= - Г(Н1)
4тс=Г(г4 1)М*)

ГЭ /»+'•

Г Г($-Е)Г(?-5)
.1 , м*)'J-п •*
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X |*л, 1(5, $) *3 <, К г) 4-£л,2(5։$) Х?5 2)1

**3

р№. г)„----- !11+ 'к Г ^-:-)' и й х
’ 4-’Г(г+1)Мг).1 А,(։>

X [Ла+л.1 (£,$)Лз-л.? ($, г)4-^+л.а («,$)£-. «.,($,-?)] </$ 

(л4֊р — нечетно; </; п\ р=\.2) 

4Д։(Е)Д..($)О^(5) = Л„. ։(Ц) Е) И Ал,2(;, Е) к^я.ч ;),

М0М«)ОД0) = *з+». (:, О *з֊л,9 (:, 0 4֊ *2+«,2 (?. Е) (:. :). 

'■3֊л+/х>
Л>(Е)=/л(Е)- С |/С. .(;,$) /з-л(*) 4-Ля. 2(5. 5) Ь-Л (5)1^5. 

• / 
г3 л

сп (5)=^я (х) - [А2+л. I (5, $)/з-л(«) 4֊ 

<-3֊л-/л

4-А2.П.2 (;,$) £з-п (5)1 (1з (п=\:2)

При получении системы (2.5) была использована формула пере- 
сингулярных интегралов (11,12)

I | - <30
з)с/з С Л'г($, г) £ (?}(!

Г I -/»

^(-,;)^(Е, ;)/(?) 
4Д,(Е) Д։(;)

А\(5. 5) /<։(5. г)(1з,

Кп (5, 5)
В(Е4-1,5-;)

2яМз-л (5)
Лл(Е, 5).

3. После решения интегральных уравнении контактное напря-
на линии 0։ 0։ определится по формуле:

2тла' = V 1 5 1 | I (54-1) 81п ($+ I) Нл — (5-1) 5Ш (5-|)Н„ I
’ п^\ 3 Д„ (5) I

г,,-/®

хп (5) 4- (—1)п (5-1) [СО8(5-1)Н„ — СО$(54֊1) нл Р'л(5) ^՝. (2.6)
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условия интегрируемости контактных напряжении следует
что 1 | տ<լ<՚<լՕ, 

11з этой формулы видно, что при вычислении интегралов(
помощью вычетов контактные напряжения получим п пиле ряда по

степеням . Так как на линии контакта а>г, то при вычислении

интегралов (2.6) с помощью вычетов за контур интегрирования следу­
ет принять отрезок прямой х = с„֊Н'у ( и полуокружность

s =сп + Re* R ’ ԾՕ

Из интегральных уравнений нетрудно показать, что действитель­
ная часть первого корня з, (Ре$։>0) Д„ ($) меньше действительной 
части первого полюса функции Хп(з) и Кп(5) (полюсы этих функций 
совпадают). Поэтому главная часть контактного напряжения о(^(г, 0) 
в точках гп=0 имеет вид:

-ал '?71‘
л V

- (5,4-1) sin (5։֊Ы)НП |Х(֊$,) - (-!)« (S,+ 1) |cos (S,+ l) 0Л -

— cos(s, —1) 0л I кл (—51) I

Для случая Нл >— 5, будет действительным.

Аналогичным образом может быть рассмотрена та же задача, 
когда материалы составляющих клиньев различные.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ա. ԲԱԲԼՈՅԱՆ, Ն. О ԳՈՒԼՔԱՆՅԱՆ
Առաձգականության տեսության հարթ խնւյ|ւгр երկու հատած սեպերից

թաղկացած տիրույթի համար

Դիտարկվում / աոաձգսւ կան ա թյան տ եսո։ թ յան հարթ խնդիրը %֊տձև
տիրույթի համար, երր տիրաւթի եգրերա մ տրված են քարամներր։

Խնդրի լածամր ներկայացված Լ որպես երկու տեղական լուծ ումնե րի 
դամար, որոնցից յա ր արանյյո։ րր փնտրվում է Սելին ի ինտեդր ալների
տեսրով ւ

Р սյվարարելով եդրտթւն պայմաններին, անհայտ ֆունկցիաների Տամար 
ստացվել են սկգրում սինգալյար ինտեդրալ հավասարումների սիստեմ, որր 
հետագայում րերվամ է Ֆրեգհոլմի երկրորդ սեոի ինտեգրալ հավասարում- 
ների սիստեմի։ 8այց Լ տրվում, որ վերջին սիստեմը ռեգուլյար է, եթե
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