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(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 30/ХП 1975)

1. Работы (։՜3) А. Д. Соловьева и его учеников положили на
чало новому направлению в теории надежности и теории массового 
обслуживания.

В настоящей работе получено несколько результатов для систе
мы GlIGIr/n—r, обобщающих результаты (3).

Пусть промежутки времен между соседними поступлениями вы
зовов в совокупности независимы и одинаково распределены с функ
цией распределения (ф. р.) A(f), A(-f-O) = O. Длительности обслужи
вания вызовов в совокупности независимы, не зависят от процесса 
поступления и имеют ф. р. R(t), j5(4֊0)=0.

I lac интересует асимптотическое распределение момента первой 
потери вызова т при „быстром “ обслуживании.

Процесс ;(0 числа вызовов в системе в момент t является ре
генерирующим. Точки регенерации —моменты начал периодов занятос
ти (и. з.), т. е. моменты поступления вызовов в свободную систему.

Если В։—длина п. з., а последующий промежуток отсут
ствия в системе вызовов, то 5 = ^4 есть период регенерации (п. р.). 
Случайные величины (сл. в.) и зависимы.

Определим события: £)(«) = |в момент ;։ с последнего момента 
поступления вызова прошло время и], и 0. Зададим сл. в. «1Ы и £։н 
следующим образом:

՝։« = ’։ ПРИ условии D(u);

P&uCt} --V').
1֊Д(м)

Если при условии Г)(и) у (и) есть вероятность потери вызова на 
бе!

;։ и Р\О(и) \ =4р(и), то

(1)
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Где 7— вероятность потери вызова на одном п. р.
2. Ниже докажем вспомогательную теорему. Рассмотрим регенериру
ющий процесс В(0 и /0 = 0<7։< ... </„< • • • — последовательные мо
менты регенерации, а 5П = /Л—Гя-1 — длина «-го п. р.

՝/։ — Ь ’>12’

где £Л1 с вероятностью ///?(«)(« >0) равны £“, (( <1р(и) = 1). Далее

Р\^<^пх = %“|1 = Л/(О-

Предполагаем, что при каждом фиксированном и 0 ։
— одинаково распределены.
I На //-ом п. р., причем только на :л։, может появиться событие 
Д„. Пусть -г]п момент появления события Ап, отсчитываемый с мо
мента (п । (т}я^Ет), а Д„ и тд,։ определены на классе траекторий 
|Ц/); /« |</^/я_|ф5т| и не зависят от номера п и. р. Поэтому мож
но говорить о событии А.

Пусть д(и) и д —вероятности появления события А на ։։„ и ;։ 
соответственно. Тогда верна формула (1).
’ Обозначим через т момент первого появления события Я, а че
рез а' безусловное математическое ожидание сл. в. ;Л2

где

п֊‘ = (а •////(«) <оо, 
О

Т=М^Теорема. Если

то Нт Р\ад х| = е~х,
</->0

(2)

(3)

(4)

Д оказательство. Если /.„ — индикатор события Я на с", то положим

’« =«“ ՛ (!-/.«) + у17.<А № = Ме֊ли . /.„;

/'(г) = Ме-г՝и.

Введением дополнительного события выводится выражение для

Л1ехр|—£'|, которое после замены г на г = адг, примет вид

Л1е՜7՜ =

д ։ [•]>« (г) с7р(и)

д ։*(1 а„(г))///>(«)-Н/ 1 Н1 
0 0 О

(5)
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где

(?) = I е~։,<1 Ли (О.
О

Оценим числитель и слагаемые знаменателя правой части (5).

О С 7“' Г(1—Фм(г))ам(г)^(м)<<7“1Г/И(1— 
О О

аг \ М\„ с/р (и) аг Т. (6)

Аналогично выводятся оценки

0^ I— <7-Ч 'И(г)г/р (и)&г Г՝, (7)
й

О < аг Г. (8)
и О

При л Г-0 из (6), (7) заключаем

д Ц (1- >° (:))։„(?) 4р(и)~0, 7“’Тф"(*)^Г(«) 1. (9)
6 о

а из (8) вытекает соотношение

7՜1(?) (г) с/р (//)~ 1 а„ (?) с/р (и). 
о о

которое при 7 • 0 в силу неравенства

О 1 - Т ։и (?) т/р («)< 7?, . 
О

влечет за собой

7 ’ \ •}«(?)?„(?) с/р (и) - 1.

Соотношения (9), (10) имеют место равномерно по ? из любого 
конечного интервала.

Воспользовавшись правилом Лоппталя при 7 '0, находим

<Г։( 1 ֊Ь, (г))------(«„ (?)),, — а г а֊\

откуда при 7 -> О

։(1-«н (?)Мр(«)- ? 
о

(II)

равномерно по ? из любого конечного интервала.
Обоснуем допустимость предельного перехода под знаком ин 

теграла в (И).
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def —
I При фиксированном и ^0 г<(д) =au(z) есть преобразование Лап

ласа—Стильтьеса (п. Л. —С.) от некоторой ф. р. И(х). Тогда функ-
I НИЯ

I ( _ [. (| _
I 7^1 44 0

есть также п. Л. —С. от некоторой ф. р. и, следовательно, монотон
на по Таким образом подынтегральная функция по </ монотонна. 
Осталось применить теорему Леви (ч), стр. 74).

Наконец, при а Г—0, д -г 0, собрав воедино (5), (У)—(11). по
лучаем

М е.хр [ — zt| ~ ------- . что и т. д.
l֊Tz

3. В настоящем пункте докажем несколько предельных теорем. Пусть 
Д(О —фиксированная ф. р. Обозначим

ОО

О

Теорема 3. 1. Если
а) а՜  по и (0<н<оо) в совокупности ограничены: 

def
1

б) существует а, 0<^а<оо, такое, что - )'/*+’ d В (/) < оо, 
то

Нт Р|я0?-:>л| = е~л (х>0).
h+,-0

Доказательство. А. Покажем, что .И;։ - 0 при ?|+։-* 0. Ясно, что ве
личина и. з. не уменьшится при замене г приборов на один и неог
раниченном увеличении числа мест для ожидания.

Выберем последовательность чисел бД0<в/< I), где в/ | 0 при 
I -> оо, н ф. р. Ф/(х)

Ф,(х) = 0 , если —
1 —(Х“’л/)։+в, если е/^х.

Для каждого вещественного х Ф/(х)^ФДх) (/<() и
del ер. | Д д

?/։ = I х d ФДх) = ------- г/ ֊♦ 0 (Z — оо).
о а

Если для ф. р. В{х) (Д(-|֊0)=0) имеем р|+.^е|+’, го В(х) > Ф/(х). 
Действительно, в противном случае существует х£(е^ о©) такое, что 
£(*)<Ф/(*) и

₽|+«>(1+«)/^(0Л^(х)х‘+а>Ф/(х) • х>+' =е‘ 
о
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Здесь Й(П=1>5(/), Ф/(0 = 1֊Ф/(0 ( —ео</< 4֊оэ)

Пусть В(() и Ф։(/) служат ф. р. для сл. в т? и Ф/. Тогда (см. прило
жение) ։ Ф,-. Аналогично тому, как это сделано в приложении, 
цветем сл. в. ГТ|(Г>։) —длительность п. з. системы 0//0/1/оо с ф. р 
В(х) (Ф/(х)) обслуживания.

На основании у. 3 приложения

МТ,,^МТЬ,

а поскольку (см. у. 4 приложения) /И ГФ/-•> О при 1֊»оо, то из ?|+«-*0 
вытекает

ЛЯг = Л1 7\ -+ 0, что и т. д.

Б. Так как то ?։-*0. Для каждого е>0

7^(А(/)^В(/) = ()ЧГ)/Ч0^(')=^Л(6) + 1֊т 
и и «

Выбором е>0 можно сделать А(г) сколь угодно малым, после чего 
при (е уже фиксировано) получим 5(е) *0, откуда ^-*0,
при -0.

В. Поскольку для е>0 при ^-*0

]<1р(и)^<1В(и) = 1-^(е) -0, (<1р(и)-0, 
о

то в силу условия а) теоремы, а именно аи (()<«<<», 0<Л<оо),

<| < 11т I а~՝с!р(и) Г Пт | (1р(и) = 0.

Так как при и — 0

а-* = (Д(//)) 1 - йсУ, А(^-|-«) = (А(//))֊> . [ (с1А(1)֊и-а0֊՝ 
0 и

(А(и)= \—А(и))

или на языке (г, о) при 0^и<в: |По’—то

аг ’—8«= ||т (а"‘—о)р(е)^ Пт 1 а~՝др(и) С Нт (а^Ч֊?4р(«) — «в՜1 -Н 
31^0 3|“*Оо 3| >0

Таким образом, для каждого фиксированного

Пт ) а՜1 (1р(и) = Пт | а՜1 <//?(//) = а՜1. 
р! -*0 и (1| ■•ОО

Теорема доказана.
С л с л с т в и е 3. I. Если

а) и՜ по и (0 и <оо) в совокупности ограничены:1
б) существует Л'>0, такое, что Р|туД<| = 1 — /?(/¥) = 0,
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Mo
lim P|o0<7t^>x| =e~x (x>0). 
?i-0

Доказательство следует из теоремы 3. 1 и неравенства (при г > 0) 
Л’ N

01+։ = j B^dB(t) < /V* f t dB(t) = M0։. 
о 0

Теорема 3. 2. Пусть в представлении

[г 1
A(f)= I — exp |— I a (u)du\

мгновенная интенсивность а (и) ограничена; a(u)^a <oo и выпол
нено условие а) теоремы 3. 1.

Тогда

Ilin P\a^q ' > х| —е г
Э|-0

(*>0).

Доказательство. Поскольку ?1->0 и имеет место условие а) теоремы 
3. 1. то легко видеть, что содержание пунктов Б и В теоремы 3. 1 
имеет силу и в этом случае. Осталось показать, что при -О и 
Г-0.

Замена в исследуемой системе числа г приборов на единицу, 
интенсивности входящего потока на а* и неограниченное увеличение 
числа мест для ожидания не уменьшает математическое ожидание 
(Г,) п. з.

В новой системе ;И/С/1/оо

при ?,—().

Поскольку в обоих системах одинаково и /^Г։, то из ?։ — 0 
следует Г—0.

4. Приложение 1°. Введем бинарное отношение. Пусть ;։ и ;։— 
сл. в. с ф. р. Г։(х) и Г՝։(х), соответственно. Под записью я ;а по
нимаем Г։(л')<Г։(х) при каждом вещественном х, где Г։(х)-- I—ЛДх) 
(/ = 1. 2), Докажем несколько утверждений (у.).

у. 1. Если ?! я ?։, то /И;։ ЛП,.
Доказательство.

м_  0 —
Л1;։ = | г՝։(х)б/х— (Г^х)дх Г Т\{х)дх — ( Р^Удх — /И;,,

о «• о —•*

у. 2. Если ?։ я ;а, а ;—произвольная сл. в., то Ej-K я 
Доказательство. Пусть G(t)— ф. р. сл. в.

Р|Е։+;>х| = jr։(x—/)f/G(/)^p։(x-Z)fZG’(/) = P[?։-i֊;>x|, что и т. д.
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2°. Для системы 0//0/1/оо введем следующие обозначения!
время обслуживания /-го по счету поступившего вызова (^ — не

зависимы и одинаково распределены); ^—интервал времени между 
поступлениями в систему /-го и (/-|֊1)-го вызовов;

<1с( 
► __

ч =

<1сС п <1сТ
ч,-;/(/»!); Г„ = V Еу («»!). Г„ = 0;

/-1
(12)_ <1е(

Г = 5нр(Г0, К։...);

Гт>| — п. з. рассматриваемой системы; ՝>0—число вызовов, обслужен
ных за один и. з. Очевидно,

Воспользуемся известным результатом (('), стр. 190) из теории 
случайных блужданий (сл. б.).

Для последовательности 5։, ;։....... независимых одинаково
распределенных сл. в. с Л45/<0 случайное число *0 шагов до перво
го (после выхода из точки Ко = 0) попадания в область х^О, имеет 
конечное математическое ожидание ЛЬ0<оо; более того,

Л/,о= |Р|Г = ОЦ֊’.
(Здесь употреблены обозначения (12)).

Согласно тождеству Вальда (’), стр. 195) имеем

/И7',11=А1гь.ЛЬ0=?։. [Р|Г = 0Ц֊։. (13)

В силу (*), стр. 171, следствие 2) и ЛН/<0 вытекает Р|К==0)>0. 
Наконец, полагая в (“), стр. 174, следствие 2, первое тождество) 
). = 0 и устремляя г 1 1, получаем

Р|Г = 0| = ехр|-У£ 1 • Р|ГА>0|).
* I

(14)

/(опустим в сл. б., не изменяя возмущаем т1։- и ^/ — возмущен

ные значения т(/. Тогда сл. в. ;։, ..., , ..., где ;/ = >)/—',/, порож
дают новое сл. б., функционалы которого будем снабжать вверху 

волной, у. 3. Если т(/ а т(1-, то МТ^МТ.

Доказательство, у. 2., примененное к Кп и К„ при каждом 
фиксированном п, дает

Р|Гп>0) Р|Г„>0) (л>1). (15)

Из (14), (15) получаем
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Р|Г = О|>Р|Г = О|. (16)

Осталось воспользоваться у. I. (13) и (16)

Л1 т=
₽1>'-0| Р(֊г=0|

= Л! Т , что и т. д.

Пусть при каждом задана последовательность т^։, т(Л,.......
. ... независимых одинаково распределенных сл. в., и 

Л4£й/<0.
Рассмотрим сл. б., порожденное последовательностью ?А։. ......

• •»
у. 4. Если а г4т, при А>/п и Л1пт։֊>0 при ///->«>, то /ИЛ1Я||-*О 
при т-*оо.
у. 4 следует из (13) и (16).
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Ь /9ШШ( г <;Ш111 ишр^> 1л Ц-----!' 1111( Ш щ/иЛл 1л1г1] пЛЬ^ПГ! у и>*

1\ш(1Л1 иирпишр  ̂иЛ д/^д и^ии!1л4( и,пшу шд Н •( и/ви^шЪ^Ы! ГР ЬЪ /!(/)

р1и^1ш/шЪ ф III Ъ1(1([1Ш (ш] II Л/у/Д» р1Ли1 ЪЬ (иГ иЛ 11Г( ^пир (Л(0)=0)/

г4 Ш ЧIII 1/р оЛ Г(1 и и( Ш11 ил р 1(1/III 1/ ЛУ/ «/ /и/(1пЪ иЛ1(ш[и /д *//» и(Ш^шЪ^^1

и 1^111 ишр1(1/иЛ/ <! шЛиЛпи1(Г Чдд/Уд^^д//идУ/ддд•Г 4 8(1) рддд^Дд/ГдддУ/ ф ш У//уугдд пЛЬдпд 

и(штш^1и{(иЛ 1/ 1л Л ш (шЪ (8(0) -0), Ни,ш шир1(»^шЪ Л дудл^дддЪ^УдЛ^дУд 1Ш1 три д՝- 

дГ Д/дУ/ и(Г"у1*и^1» (Л иЛ1(ш1и 1ЛлЛ

1(1((^1 ш1(ш\л д/лд/ /дУдД/Д^дУ/ и[1ии11л1Г*1л Ш1(1иш I ици^шЪ р[лу I

Ч и(1нии1 Г^Г^ </ ДД’|/иЛлш1(р <д^дл^дА ^ДУд/д^ддд ^/доу^>дддд/ итш гЬъ

1(11(1111 миф “ и(ш иин Ъш1( ш Уд лГ и д/ЛУ/длД I 

лГ иЛпи(^Ъ 1<Ни1(11нГьЬ[П

•/*՝ (]^> и/иАиЛ^ 1(П(ЧП иш

[4 (1Л& Ч(Ш (! (^!> (ЧП И (!н\л (Л И Ш Ъ

и1И(иН1П1 дл[ш& /дЪ /д^д/^ддд идд/Ч*

/» ^111 ^и&иПрлЛпл. И ["• У/У/ 4 1//» 1(рШ1ц[шЛи1 *

аи = '
Д(< 4-ц). 
1-Л(«)՜

№ Ь и г Ь •!՝ ---  1։рь՝
‘и) «71 *прс риш //֊|> (0< «< о) иш!)(ГшКш<|ии1| ы։.

г) «|прнр<|П1.Г| 1։сГ||1 я, 0<а<Ъс. ш|Ки||ш|)(ь пр 3»+։=) ^1 а</£(/)<оо,

ипцш'

11П1 Р(Н0(/т>л| =е ‘ (-<>0);
0։+« ►<։

139



Թեորեմ — քհէւց ո լք'

Д(/) = 1- ехр|-\а(и)(Ли\, а(и)^а ՜ <оо

և սւեղի ունի նախորդ թեորեմի •») պայմանը: 
Այդ դեպքում'

II ու Р\аоу т>х) = <?-'
Յւ ’•Օ

(х>0):
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