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Введем некоторые определения. Множества всех неупорядоченных 
и упорядоченных разбиений (։) всякого целого п назовем «полными* 
и обозначим соответственно через |Sn) и |,S„|. Множества всех п 
перестановок без повторений и с повторениями (при любых неупоря
доченных разбиениях всякого целого п) назовем „полными* и обоз
начим соответственно через |Р„| и (Р'„| (։). Множества всех ассоци
аций таблицы при любых распределениях столбцов (’) назовем «пол
ными* и обозначим через (С/|. Для всякого целого п(п — 1—р) рас
смотрим множества всех различных Л —ых и q— ых распределений 
(Л Ль /а*........М И (р\ Рю, piq...., Pwq), где v-v(k), w^'j(q).
сопоставляя им соответствующие произведения: a*=(Zul) • (ZaJ) • ... 
... •(/«*!) и b։l — (piq\) • (p-2ll\) - ... • (Z’ux?!), И обозначим через 

полные множества ассоциаций таблиц с числом строк п при 
всех различных k ых и q ых распределениях столбцов.

Широкий класс комбинаторных задач сводится к проблемам 
пересчета (denonibrement) и перечисления (enumeration) (4) элементов 
множеств (S„| и |,S„| . При этом, если вопросы пересчета и пере
числения элементов |, S„ | достаточно просты, то для решения проб
лем пересчета и перечисления элементов |5„ | в настоящее время не 
существует достаточно элементарных соотношений. Использование 
известного тождества Эйлера приводит к следующему рекуррентному 
соотношению (’):

IISJI = |{5Я_|}| 4- ||5„_2|| - ||$„-б)|-

- | |S„_7| Н... ֊H֊l)*֊'| IS я*._* 11+(-1)*-’|1$ 3**+* 11+ • < • (О л- -J— "----- —

Известны асимптотическое приближение Рамануджана (5)

(2)
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и разложение Радемахера (*)

(3)

где:

'!>(//)=
— 1!—

2 ' а п

/-*(«)= 1

I

гс'р.*—корень 24-ой степени из единицы, р пробегает все целые числа, 
взаимно простые с Л и не превосходящие А .

Известны аналитические соотношения и алгоритмы для пересчета 
разбиений с ограничениями на число частей (’.’,՛). используемые для 
пересчета элементов |5„|. Рекуррентная формула, приведенная в (’). 
позволяет вычислять | |5’2Я ||| за меньшее число шагов, чем рекур- 
рента Эйлера. 11а основании (1) разработана программа для пересчета 
’|5„) | (’). Однако специфика конструирования, программных реали
заций и эксплуатации алгоритмов для перечисления элементов {5Я| 
делает мало эффективным использование пересчетных формул и ал
горитмов, приведенных в (х, в-в); асимптотические же приближения 
и разложения, подобные (2,3), применимы лишь для теоретических 
оценок 11£„||. В((։), стр. 50) приведена списочная структура, использо
вание которой удобно для указанных целей. Другой алгоритм для 
перечисления элементов |5Я| строится путем комбинирования алгорит
мов, рассмотренных в (*). Однако алгоритм, конструируемый на осно
вании примера из (1), дает список элементов |5„|, малоинформатнв- 
нын для теоретических приложений, а алгоритм, построенный на осно
ве алгоритмов из (։) не эффективен при реализациях в многопроцес
сорных системах, что существенно, если учесть резкое возрастание 
|$н) | с увеличением п.

1 Рассмотрим один из алгоритмов для перечисления элементов 
{$„1 (алгоритм Д5Л), использующий принцип „размножения треуголь
ников՝1. Осуществление алгоритма удобно рассмотреть поэтапно. На 
этапе 1,а из последовательности п единиц строится треугольная 
матрица Д[* с числом строк я; на этапе 1,/> из каждой из /?(Д") строк 
треугольника Д” (исключая I строку) составляются по определен
ному правилу первые строки треугольников Д՞., Д"3,... ,Д^ на 

этапе II, а из каждой первой строки треугольников Д^.Д^.......
... ,Д" .составляются соответственно строки треугольников- Др;,Д|з»«.

1Г(Л у
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....А" .. Процесс генерирования последующих треугольников из

строк предыдущих треугольников продолжается вплоть до нс- 
черпания всех возможностей. Каждая строка построенных тре
угольников представляет один из способов неупорядоченных раз
биений числа л, а все строки—множество [5л|.

Алгоритм А5„
Этап 1д1.
1. Сопоставить числу п последовательность из п единиц, прини

мая построенную л— последовательность в качестве первой строки 
треугольника А՛’.

2. Сложить л-й и (л 1)-й элементы первой строки треуголь
ника Л".

3. Составить (л—I) последовательность из (л 2)-х единиц и 
двойки, полученной в п. 2, записав двойку на (л—1)-ом месте.

4. Записать (л —1)— последовательность, построенную в п. 3, во 
второй строке треугольника А{.

Процесс, аналогичный описанному в п.п. 2—4, продолжить 
вплоть до записи 1—последовательности, состоящей из числа п

Этап 1,Ь.
1. Сложить (л—2)-й и (л—3)-й элементы (л —1) —последова

тельности, записанной во второй строке треугольника А։՞.
2. Из (л—4)— х единиц, из двойки полученной в п. I, и из 

двойки (// 1)—последовательности, записанной во второй строке тре
угольника А?, составить (л-2)—последовательность, записав двойки 
на (л—3) —м и (л—2) —м местах, и принять построенную (л—2) —по
следовательность в качестве первой строки треугольника Ау2.

3. Сложить (л—3) —й, (л — 4) — й и (л —5)—й элементы (л—2)— 
последовательности, записанной в третьей строке треугольника А”.

4. Из (л-5) единиц, из тройки, полученной в п. 3, и из тройки 
(л—2) — последовательности, записанной в третьей строке треуголь
ника А”, составить (л —3) —последовательность, записав тройки на 
(л —4)֊ м и (л —3) —м местах (л—3)—последовательности, и принять 
построенную (л—3) последовательность в качестве первой строки 
треугольника А {у Процессы, аналогичные описанным в п.п. 1, 2 и 3, 
4, продолжить вплоть до записи 2—последовательности в первой (и 
единственной) строке треугольника А" , состоящей из слагаемых, 

представляющих элементы неупорядоченного разбиения числа л на 
два слагаемых. Далее следует этап II,а, на котором по принципу, 
аналогичному описанному па этапе 1,л, составляются строки треуголь
ников

Пример
На рис. I описывается структура алгоритма А510. Как видно из
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рис. 1, ||S|0|| —42; при этом разбиения 1111111111, 111111112,
11111113, 1111114, 11111о, 11116, 111/, 118, 19 и 10 составляют тре
угольник Д}°; разбиения 11И 1122, 1ЦЦ32, 111142, 11152, 1162, 172,
82-треугольник Д’°; разбиения 111133, 11143, 1153. 163, 73-треуголь
ник Д}£; разбиения 1144, 154, 64—треугольник Д}°; разбиение 55 —

-------- 1—22222
1 1 2 2 2 2—1

I—։ ii 1222 —I 13222
11 1 3 2 2 ------ , 4 2 2 2
114 2 2
1 5 2 2 -----3 322

2 2—'
6 2 2

—1 1 1 1

Рис. 1. Структура алгоритма .45ю, }Sio|

треугольник Д}?; разбиения 1111222, 111322, 11422, 1522, 622—тре
угольник Д^։; разбиения 11332, 1432. 532—треугольник Д}?,; разбие- 
iiie 442—треугольник Д}^; разбиения 1333, 433—треугольник Д}£։;
азбиения 112222, 13222, 4222 —Д}!>1։; разбиения 3322- Д}§12; наконец.
азбиение 22222֊ Д;°1Н. Используя алгоритмы для перечисления эле
ментов |Рп| и |Р„| (։), и алгоритм ASn, можно сконструировать ал- 
оритм для перечисления элементов (алгоритм Д,5Я).

Алгоритм АГ3П.
I. С помощью алгоритма Д5Я перечислить все элементы |5Я|.
2. С помощю алгоритмов для перечисления элементов |Р„| и 

Рп] (в зависимости от того, является ли разбиение последователь- 
Юстыо из различных или из повторяющихся чисел), принимая каж
дое из разбиений множества |5Я| в качестве первоначальной нереста- 
Ювки(’), перечислить все возможные перестановки.

В (*) выдвигалась проблема табулирования зависимостей списоч
ных структур множеств (6Гт), (А'| и (Я'| и их мощностей от распре-
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юлении соответствующих /и—таблиц. Было показано, что эта пробле
ма сводится в первую очередь к разработке эффективных методов 
перечисления элементов множеств ((7| и к табулированию зависимо
стей мощностей | [(7|пл</| от различных значений а* и В (։) дает
ся один из методов перечисления элементов Однако с рос
том л все усложняется задача создания списочной структуры всех 
возможных неупорядоченных разбиений п. Таким образом, задача 
табулирования указанной зависимости нс .может быть решена без 
использования алгоритма для перечисления элементов {£„}.

Программные реализации перечислительных алгоритмов, рассчи
танных на выявление структурных особенностей комбинаторных мно
жеств. имеют многочисленные приложения. В частности, алгоритмы 
.А5П и Аг$п могут найти применение: в исследованиях по установле
нию структурных связей между элементами комбинаторных множеств, 
рассмотренных в (10-1а), в многомерном шкалировании расстояний 
между разбиениями (”), в исследовании зависимостей рангов в 
смысле Дайсона (14) или Аткина (15), при перечислении плоских и 
пространственных разбиений(и>п), в создании программ и устройств 
для генерирования специальных последовательностей (например, 
последовательность абсолютно простых(1ь)), для вычисления наилуч
ших (Х9). взаимно-взвешенных (։о). с ограничениями на кратность (й։) 
и других типов разбиений, возникающих при решении теоретических 
и прикладных задач. Простота вычислительного процесса, присущая 
алгоритму и его древовидная структура облегчают програм
мные реализации в многопроцессорных системах.

Ереванский ПИП математических машин

Ա. Հ. ԱԳԱՏՅԱՆ
H.dLfi մի ш ii րոպեական //-ի 4|արդա։|որված տրոհումներ 

। г|ււ| p։ոqd րւ ւ р | ան p ւ| ա ր կ մահ ա ।qnր |ւp ilji if աuի Ա

/ ամեն մի ամբողջական // - ի չկարգավորված տրոհումների 
1Ր1ո1 ր""րէ"ւթյան թվարկմ ան ալգորիթմ։ Բերվում է Ո = 10-ի դեպքում 
տրոհումների թվարկմ ան պրոցեսի կագմ ակերպմ ան օրինակ։ Ընդգծվում Լ 
նշված տիպի ալգորիթմների օգտագործման նշան ա կա թ յան ր տեսական ե կի~ 
րաոական մաթեմատիկայի տարրեր խնդիրներում ք Բ ագմ Այպրոցևսա յին սիս
տեմներում ալգորիթմի օգտագործման էֆեկտ իվու թ յունր բխում է նրա 
ծ աո ակ երպ կագմու թ յունիցւ
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