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Обозначим через я1։ ....... я$(,у) квадратные числовые матрицы
четного порядка /V, удовлетворяющие условиям 
1) а/ яу = - а; я/ 
2) а^ = £, (£■ —единичная матрица)
3) яу = я;

Представим четное число М в виде где г—нечетна. Извест
но [։|, что среди всех матриц порядка М, максимальное число 5(/У) 
таких, которые удовлетворяют условиям 1) —3), равно 5(Л/) = 2^4-1.

Рассмотрим теперь оператор Л, порожденный дифференциаль
ным выражением

(I)

в пространстве Ру( — оо. эо) вектор—функций и = (иг, а......... мЛ) со
скалярным произведением

Ի. ак(х)Ьь(х) ах.

где Рк(х) —действительнозначные непрерывные функции. 
Известно, р], что при этих условиях оператор

Л------ я։ է — р Չ(-<),
ах

(Г)

5(Л’, 
где (?(л) = V самосопряжен и неполуограничен.

Целью данной заметки является нахождение условий роста и 
гладкости потенциала (Дл), при которых спектр оператора £ чисто 
дискретен и указание асимптотической формулы распределения чис
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ла собственных значений оператора /..
Характерной особенностью потенциальной матрицы (Дх) явля

ется ее антикоммутируемость с матрицей ։։, стоящей при главной 
части оператора. Но известно, (*), что оператор вида (Г) с про
извольным эрмитовым потенциалом Р(х) унитарно эквивалентен опе
ратору вида (Г) с эрмитовым потенциалом, антикоммутирующим с 
матрицей с^.

Уравнение 1и = 1и в случае ЛМ (система Дирака) было изу
чено в работе И. С. Саргсяна (*). Оператор Ь можно рассматривать 
как обобщение оператора Дирака. (•), на случай систем произволь
ного четного порядка.

Главным нашим орудием в исследовании спектра оператора бу
дет его матрица —функция Грина О(х, «, X).

1. Функцию Грина будем искать методом параметрикс. т. с. 
сначала мы найдем функцию Грина оператора Ло с „замороженными* 
коэффициентами, а затем покажем, что решение интегрального урав
нения

О'(л-. X) = £0(х, С I) (2)

есть функция Грина оператора Л.
Итак, обозначим через £0(х, ՝. О функцию Грина оператора

/-о= — а1* у-+<?(«). ££(-ео, ео).
с!х

По определению К0(х, ;, X) уловленворяет условиям:

1) (£0-Х£)£0(х, I 1) = 5(х-0; (3)

2) элементы £/;(х, 5, X) матрицы (/, /V) принадлежат
/?(—со, со) по х.
Используя преобразование Фурье, из уравнения (3) находим

^О(Л', Х) = (гх$^(х—;)Я1+(^(Е)-+-Х£)^— ------ , (4)

где
х» = х»(5, X) = V՛ /ДО-Х» = а’(Е)-Х>.

*-г

В дальнейшем нам понадобятся оценки норм I ильберта —Шмидта 
матрицы ^0(х, ՝< ') 11 ее производных по • при Х = 4ц. Используя вид 
(4), получаем

О"
~Т~п ^о(-^՝ ՝՝ 1) 
и/н

----С֊»Чс)|г-;|։ //=0, 1.2, ... (5) 
к-«и. *я(0

где 0<7><1. Кроме этого, нам нужны оценки ядер
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кп(х, £, М = IQG)—Q(*)l — g0(x, Л), /г=0. 1, 2,...
0Кп

Наложим на Q(x) = у Pk{xpk следующие условия: 
* 2

1) ||IQ(O-Q(x))Q-“(5)||<A|x-S|.

2) IIQG) н я IIQC<) II

3) ||Q(X)||< A>dv-=|fl(=)

при 1-v—;|<1. Д>0, 0<я<2 (6)

при |х—£| 1, £>0 (7)

при |х-֊։|>1, А'>0, 0<с0<1. (8)

Оценивая при этих условиях Ап(л\ X), получаем

Хл(*, '
бс1(:||г֊Ц

при |л՛—«|.<1

при |.v—:|>1
(9)

где 0<^о<1. а г —произвольное положительное число. Кроме этих, 
можно получить и следующие оценки

£ —ZJel-Г —;| 

I v* Eh
Кп(х, 5. >.)

е k-5l
ИО ’

(10)

где 1=а — | ’ —произвольное положительное число. За счет вы
бора достаточно малого в можно считать, что а<1. Используя оцен
ки (10), можно доказать теорему

Теорема 1. Обозначим через X банахово пространство 
матричных функций А(х, «), х, ;£(— оо, х>), с нормой

|М(л՜, ։)||Aystip И|Л(х, 
:е(—)— -

где || • I1 —норма Гйльберта Шмидта. Рассмотрим в простран
стве X операторы Л'у, определяемые равенствами

/\уД(Х,;)= j А(х. ?. ip) d’J, (/ = 0, 1, 2,...).

Если матрица Щх} удовлетворяет условиям (6) (8), то при дос
таточно больших р операторы Nj являются сжимающими в прос
транстве X.

Поскольку уравнение (2) можно записать в виде

С(А'. I ') = А'0(*. >)+Л'оО(^ 5. /)

и поскольку g^)^x, Е, /р)£Л', то из сжимаемости оператора Л'о следу
ет единственность решения уравнения (2) в классе Л'.

Л е м м а 1. Решение интегрального уравнения (2) есть функ
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ция Грина оператора /., т. е. (А-л£)О(л, л) = о(х֊«).
Доказательство леммы легко следует из того, что 

(Ао —>֊А)^0(л', ;,л)=о(х -;) к единственности решения уравнения (2).
Чтобы спектр оператора А был чисто дискретным, достаточно, 

чтобы некоторая степень резольвенты R, = (А — ).Е)~1 была вполне 
непрерывным оператором, а так как

«в
«УМ=(Л-).Е)֊У(Х)=—_ | __0(х.>.)/(։)*’

то достаточно, чтобы ядро д'*-1 
ей'»-։

С(Х, С. I ) было бы ядром Г ильбер-

та—Шмидта. Дифференцируя уравнение (2) по / и решая после 
каждого дифференцирования полученные интегральные уравнения 
методом итерации (что возможно вследствие оценок (5), (9), (10)), 
получим нужные нам оценки

£о(-՝Л')
Се* Л*и—-I Се ®'г ।

ч ֊0, I, 2. ... (11)

где 0<Я<1, г произвольное положительное число
Теорема 2. Если матрица СДх) удовлетворяет условиям 

(6) —(8), а также условию (при больших |х|)

V р=(А) = а*(л-)>4И'. 8>0, с>0, (12)
А-2

то спектр оператора /. чисто дискретный.
Используя оценки (5) и (И) получаем

X

(1՞___

։+1(с)
^֊֊. (13)

Возьмем п настолько большим, чтобы
п : 1 • в>1. Тогда пос-

ледний интеграл п (13) сходится согласно условию (12), а это значит,
дп что — 
д!п

О(л*, /•) есть ядро Гильберта —Шмидта, что и доказывает

теорему.
Исходя из оценки (11) можно доказать также следующее утвер

ждение.
Л е м м а 2. Если С?(л*) удовлетворяет условиям (6) (8), а так

же условию (при больших |л|).

ф|։<«։(л-)<С|лф, ։>(), 0<с<С (14)
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2
ТО При А = 4|1, П^> —

։

Г д՞ г д"зр —О(х, х, /.)</.<— I эр — е0(х, х. 'к)с1х.
3 дкп 3 д/.п— ее ш

(15)

Введем теперь функцию

/V Г 1ф(л) = — I |/։—аэ(х)}2 дх при )֊2з0

а’(х) <Х«

И ПОЛОЖИМ '!>(—/.) = —<}»(к).
О

.1 е м м а 3. Если ()(х) удовлетворяет условию (12), то при п>—
Е

и л = /;1 имеет место равенство

С дя , • х . , с <жо
3 3 (/-А)л+1— ** —

(16)

Обозначим через Хт1, Хт2, ,.. собственные значения оператора А, 
а через Л^+(Х) = У 1 и /У_(л) = V 1, 

°<>п <Х * <*-л <°

Положим
дГ/? \ _ ;^ + (л)> 7• > О

1֊Л/_(л), л<0.

Лемма I. Если б(х) удовлетворяет условиям (6)—(8) и (12), 
. 2 .то при / и п>— справедливо равенство

<ЛУ(Н 

(/-/.)«+>
(17)

Из (15), (16) и (17) теперь следует важное отношение при 
л = |1—оо и достаточно больших п

б/;У(/) Г ^(0
3 (/-л)"+1

Применяя теперь двустороннюю тауберову теорему (5), получим 
теорему о асимптотике числа собственных значений оператора Л.

Теорема 3. Если р(х) удовлетворяет условиям (6)—(8) и 
(14) и если существуют постоянные Л1^>0, /?}>0, п<^ ',<^п • 1 такие, 
что при |/.։|>|/.,|>/?

92



то
при > — ±оо,

т. е.

NЛ/_(Х)^Л J р2֊а-(л)|^А- 

о։(х) <М
соответственно при /.->4-00 и л-*—со.

В заключение автор выражает благодарность А. Г. Костюченко 
за обсуждение результатов работы.
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Տ. Ն. ՀԱՐՈԻ^ՅՈԻՆՅԱՆ
I'lif նահամա|ուծ առաջին կարգի դիֆերենցիալ հավասարումների սիստեմի սպեկտրի ասիմպտոտիկան

Աշխատանքում ո ւս ումն ա и ի րվ"ւ մ /_ (1) օււ/երատորի սեփական արժեք
ների թվի ասիմպտո աիկանւ Ապացուցված է հե տ ևյա/

Թեորեմ, bpb Q(X) մատրիցը բավարարում Լ մաններ|ւն, шн|ш տեղ|1 ունի հետևյալ ասիմս|տտիկան'
[4 եո րե if ր:
(6)_ (8) և (14) պայ-

(/.), N (' 1— p.«-a։(x)|Td.v
2к J

a«(x) <՛>

liunfuiupuintu и խուճապես, երբ k-*-|-O0 և Z-*—ՕՇՏ
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