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Об одной обратной задаче для канонических 
дифференциальных операторов

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. А. Александрином 28/ХП 1975)

Пусть /7—гильбертово пространство и |А/,. /7,| (|/У|) кольцо 
линейных ограниченных операторов, действующих из Нх в Н2(Н->֊Н). 
Выберем в Н какой-нибудь оператор У со свойствами: У*= — У, У2=—/ 
(/-единичный оператор). Имеем У=г’Р+ — 1Р_, где Р±—ортогональ­

ные проекторы: Р = которые разбивают Н на два под-
2

пространства Н+ = Р±Н и //_ — РН. Рассмотрим в пространстве Н 
канонические дифференциальные уравнения

յձՀյր, >) 

մր
= Мг, X), (Ս

(0 <Г<оо; ֊օօ</.<օօ)
ճր

Иг)у(г. ')=Ху(г, /). (1.1

Здесь 17(г)—суммируемая оператор-функция с самосопряженными и 
У—эрмитовыми значениями:

Р|); = У(/(г)=-1/(г)У. (2)

Заметим, что последнее условие на к'(г) фактически нс нарушает 
общности наших рассмотрений (см. (’)).

В силу суммируемости оператор-функции \/(г) уравнения (10) и 
(1|) асимптотически эквивалентны ((*) стр. 167). Обозначим через 
Л(') ( ао<Х<Ъс) оператор асимптотической эквивалентности ((*) 
стр. 206). т. е. такой оператор Л(Х), что решения х(г, X) и у(г, ՛) 
уравнений (10) и (1։) соответственно, определенные начальными зна­
чениями х(0, )) = х0 и у(0. /) = А(/.)х0 асимптотически эквивалентны: 
11т || х(г, /) - у(г, )) || =0. Известно ((’) стр. 206), что Д(/) является 

У-унитарным оператором: Л*(Х)УД (Х) = Д (Х)УД*(Х)=У,
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В работе исследуются свойства оператора асимптотической экви­
валентности Л (/.) и п случае dim Н<^гю доказывается возможность 
однозначного восстановления потенциала V(r), удовлетворяющего 
условием (2), по заданному оператору А()), так чтобы А(>) являлась 
оператором асимптотической эквивалентности уравнений (10) и (1։).

п. 1. Пусть То и 7\ минимальные симметрические операторы в 
пространстве £’(0, ею, /7), определенные шфференциальиыми выра­
жениями, участвующими в уравнениях (10) и (1։). Рассмотрим тейст- 
вующие в пространстве £*(0, do; Н) операторы преобразования /-| А' 
и /4՜^, удовлетворяющие условиям

(Зо)

(/+/.)?;/= 70-(/+ L)f (3,)

Ищем их в виде

(/+K)f(r)=f(r) + j/«r. (4.)
Г

(/4֊ £)/(r)=/(r)4֊J £(С t)f(t) dt (4։)

Ядра К(г, I) и Цг. 7) этих операторов определяются с помощью ре­
шений систем

Г

к,(г, о = -LJ | Г + t-^d- 
г

(50)

f

Lx(r, t) = J\ Lt(i+r-t,

I «В

(5։)

по формулам: А'(г./) = АГ։(г, 0 4՜ А'։(г./). £(г> О = £1(г- О 4՜ £»(г- 0« 
Заметим, что 7А'։(г, О = АГ։(г. ОЛ М։(г, О = -КДг, 1)]. Аналогично 
для (7=12). Методом последовательных приближений дока­
зывается существование и единственность решений этих систем в 
классе измеримых оператор-функций. удовлетворяющих условиям

sop (|| А.(г,/) Ц sup f ||/7(7-,/) || rfr<ou (/=1,2). (6) 
и Г < « 7 о । < • о

В силу последнего условия операторы / 4 А и / 4՜ £ ограничены.
Исходя из систем (50) и (5։) можно доказать, что (/4-Кг՝=1 4- £•

Введем теперь оператор /—I по формуле

/_Г = (/4-Л')-։(/ + /<*)-։. (7)
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Ясно, что оператор Г определяется ядром Г(г, t):

Г(г, /) =
Цг, 1} 4֊ j £(r, $)/.♦(/, s)ds 

г

L (г, t) 4- f L(t. s)L*(r, s)ds 
I

при

Оператор / -Г оказывается перестановочным с оператором Го. Это ус­
ловие в терминах ядра Г(г, /) выражается в виде равенства Г(г, /)=» 
= Г(г4-/), где Г(/) суммируемая оператор-функция с самосопряжен­
ными и /-эрмитовыми значениями.
Таким образом для оператора Г имеем

(ГОе)=й(г+0/«)Л Г(0. оо: Н), (8)
О 

где 
Г€ Л’(0, оо; |«|); Г*(/) = Г(7); УГ(П=-Г(ОЛ (9)

Теперь равенство (7) в терминах ядер приведет к соотношению

АГ(г, /) — I А7 (г, 5)Г($-|- /)^$ = Г(г-Н) (10)
т

Обратно. Пусть оператор /—Г, где Г определяется равенством (8) 
при условии (9); допускает в кольце интегральных операторов, 
действующих в Р(0, оо; И), факторизации вида (7) ((’), стр. 191, 
221). При этих условиях оператор / 4- Л' является оператором преоб­
разования вида (30), где потенциал Р’(г), определяющий дифферен­
циальный оператор 7'1 имеет вид

V(r)=K(r, r)J — JK (г, г).

Самосопряженность V(r) получается из тождества

Л'(г.г-; о + pC(r, r4-/4-s)/C*(r, г 4֊s)t/s —

=К*(г. г 4-0+Г К* (г, г -I- $)Л’(г, г 4֊ t + s)ds, 
о

которая является следствием соотношения (10).
Таким образом между потенциалами У(г). удовлетворяющими 

условиям (2) и функциями Г(/) с вышеприведенными свойствами ус­
танавливается взаимнооднозначное соответствие. Отметим, что в слу­
чае dim А/<^оо, норма оператора Г, определенного в пространстве 
/.’(0, оо; Н) равенством (8), оказывается строго меньше единицы.

п. 2. Рассмотрим оператор-функцию t/0(r, > )=е-/к'Р+4 е>,гР֊ 
( -оо<л<оо; Р. = А- (У Ц )^, являющуюся оператором Коши 

уравнения (10), т. е.

J _ Л
аг
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Образуем оператор-функцию

Щг, К) = и0(Г,).) + [К (г, П Х)^. 
Г

Учитывая систему (5П) легко проверить, что С/(г, К) удовлетворяег 
у равней ию

и(г, X) = и0(г, X) - У | и0(г — 5, Х)У1/($)£/($, Х)</$ 
О

т. е. является решением уравнения

гц=щг л)
У г

асимптотически приближающейся на бесконечности к ио(г, X). Более 
того для Х£ПТ (П —нижняя и верхняя полуплоскости комплексной 
плоскости) имеют смысл выражения У(г, Х)=(/(г, / )у , если у £/У 
= Р±Н. и являются решениями уравнения (1։), принадлежащими 
/.’(О, оо, Н). Используя этот факт легко получить

((—г/) 6/(гХ)у+, Щг, Х)у+) = — У//// | ((-/(/. ')у+ 6/(/, /)у+)^ при УтХ<()

((М)(/(г,Х)У-. ^(г,Х)У-)в-^лХ/“({/(/, Х)у..., (7(С Х)у_)г// при Ут>>0. 
Г

г. е. при каждом г£[0, оо) и Х^П= С!(г,»)Н. образуют (+/У)-по- 
ложительные подпространства в Н.

Введем оператор-функцию Д(г, Х)=4/(г, Х)С/’-’(г.Х).
Имеем

Д(г,Х)=/4 у К (г, r^t)U0(t,).)dt.

Поэтому операторы Д(г, Х)Р аналитически продолжаются в нижнюю 
и верхнюю полуплоскости соответственно. В областях своих опреде­
лений Д(г, ))Р отображают /У. на ( iJ)—-положительные подпрост­
ранства. В силу этого операторы Р A(r, i jP^ обратимы в Н при 
каждом [0, 8) и Х£П~.

п. 3. Рассмотрим случай dim Н<^оо и пусть dim /У+ < dim Н-. 
Теперь необходимые условия на матрицу асимптотической эквивалент­
ности /i(X) = t/(O, л) можно сформулировать следующим образом

1) Д(?)—J-унитарна՝. А (Х)/Д(Х) = A(i)J= J
2) Д(д)_допускает представление в виде

лр.)=./+Г
։Ае K(- L'(O, ои; |Н|).

3) Р А()֊)Р вместе со своими обратными принадлежат ви­
неровским кольцам Р ; функций вида

85



сР± + Т К±е^' сП, 
б

гое Л'± £ А'(О,
Справедлива следующая

Теорема. По заданной функции Д(Х), удовлетворяющей ус­
ловиям 1)—3) можно построить и притом единственным образом 
функцию \Цг), удовлетворяющую условиям (2), так чтобы А(к) яв­
лялась мзтрицей асимптотической эквивалентности уравнения 
(]0) и уравнение (Ц), определенного искомой функцией И(г).

В случае с11т Н = с11т/У_ следствием условий наложенных на 
А(л) является тот факт, что дробно-линейное преобразование $(/) 
унитарного отображения Е(Е:Н на /У_) с помощью матрицы А(>) 
оказывается 5—матрицей некоторого уравнения (10) (4); и по ней 
можно восстановить потенциал Р’(г) (в). В общем случае, рассмотрим 
уравнение

Г(0 + Г А'(з-0Г(*)^ = Л(0. (III

Условия 1)֊ 3) наложенные на Л(Х), дают возможность доказать су­
ществование и единственность решения (11) в классе А'(0, ек>; |/У|). 
При этом, оказывается, что Г(/) удовлетворяет условиям (9). Для 
завершения доказательства теоремы достаточно убедиться в сущест­
вовании единственного решения уравнения (10). Для этого достаточ­
но доказать, что норма оператора Г, определенного соотношениям 
(В) строго меньше единицы. С этой целью рассматривается дробно­
линейное преобразование

е) = (л;.,(/) + а;3(/.)£)(л;,(>.) + д;։(ад֊։,
где Е— произвольное изометрическое отображение Н — Н-. 
Поскольку Дц(') 4՜ Д:,(/ -)Е вместе со своим обратным принадлежи։ 
винеровскому кольцу R <$£(>.) (изометрически отображающее 
/7+ -г //. ) допускает представление

(0 = ^ + 1 Гя(/)е֊'х'Л, 
— х

։де Гл £ Л'( оо, ес; |Л/ . Л/_|). Существенным здесь является тот 
факт, что Гл (О при (>0 не зависит от Е и совпадает с Р_Г(?)Р+. 
где Г(/) является решением уравнения (11). Это дает возможность 
доказать, что || Г || 1.

Замечание. Анализ вышеприведенных рассмотрений приво­
дит к следующему утверждению.

Пусть задана Е'(ги,>) (—являющаяся значением в 
точке г = г0 операторного решения П(г,») уравнения (|։) с асимп­
тотикой ио(г,/) на бесконечности. По ней однозначно можно вос­
становить потенциал У(г) для г^гс. Необходимыми условиями на 
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матрицу функцию и(г0,/) для того, чтобы она являлась значе­
нием и(г, к) в точке г=г0 являются условия I)—3) наложенные 
на функцию Д(гол) = (7(г0< М^,(го< М-
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1. Է. ՄԵԼԻՔ-ԱԴԱՄՅԱՆհանոնիկ դիֆերենցիալ օս|հրատորնԼրի մի հակադարձ խնդրի մասին
Ւիտարկվում է ( 1 ( 1յ) հավասարումները Ւք հիչրե րտ/ան տարածոլ-

թլոլնամւ II ւ и ամնա и ի րվո ւմ Լ հավասարումների — CO<՜/)
ասիմպտո տիկ համ արժե քու fi լան ոպերաաորր։ d i Ո1 / / </X) դե պքում ասքացոլց-
վում է, որ |)- 3) սլալմաններր /!(/.) մ ատրիդ֊ֆ ունկդիա լի Կամար անհրա • 
մեչտ են և բավարար, որպեսզի նա (1») 4 (I,) հավաս արու մների
ասիմ պտո տիկ համ արմ ե քուիք քան ոսլերատորւ
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