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Плоские функторы и регулярные категории

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р А Александряном 11/Х1 1975)

Если дана категория условимся обозначать через |-| класс 
объектов этой категории, а через -(/?, д), где р, г; |-|—множество 
морфизмов из рад. Категория ~ называется предаддитивной, если 
-(р, д ) — абелева группа для любых р, а композиция морфиз
мов билинейна. В дальнейшем под ~ всюду будет пониматься малая 
предаддитивная категория. Всякое кольцо (ассоциативное, с едини
цей) можно рассматривать как предаддитивную категорию с одним 
объектом. Категорию ковариантных (контравариантных) аддитивных 
Функторов из ” в категорию АЬ абелевых групп будем обоз
начать через АЬ՜ (АЬ՜*, где -’—категория, двойственная к "). Объ
екты категории АЬ՜ будем называть г.—модулями, морфизмы —- — 
гомоморфизмами. Нетрудно показать, что категория правых (левых) 
модулей над кольцом А изоморфна категории АЬ' (АЬ'՝’). Будем го
ворить, что 1р—правый идеал категории если 1р—~ —подмодуль 
- -модуля -(р, —). Левыми идеалами категории - будем называть 
правые идеалы категории Если г £ ~(р, д), то положим для всякого 
г |~| п(г,/з)а=|ра|р£гс(г, д)|, Легко проверяется, что г(—. р)ъ—левый 
идеал категории Можно показать, что левый идеал 1р категории -, 
конечно порожден в категорном смысле тогда и только тогда, когда

л т
2 ■(—. Р№ц для некоторых р^ |-|, «^«(Рг, р) 

' 1-1 7-1
и натурал ь-

иых чисел п и т.
Лемма 1. (Бэр) ((*)* лемма 1). - — модуль Г инъективен в 

том и только в том случае, когда для всякого и для всяко
го правого идеала 1р категории к всякий -—гомоморфизм из 1р в 
[' можно продолжить до -к—гомоморфизма из -(р, —) в Р.

к*—модулем характеров п—модуля Е называется к*—модуль 
Е*, определяемый условиями:

Е*(р) = АЬ(Е(рУ Չ/Հ), օ/Հտ(։) = ^(։)ճ
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для любых а£-(/л д), а^Р(р), у £Л'-(7). 
/ к

Лемма 2. Последовательность -—модулей А — В-+С точна 
к* /* 

тогда и только тогда, когда точна последовательность С'՛"-*■ В Д 
Доказательство следует из аналогичного предложения для абе
левых групп ((*), предложение 5.3.1).

Тензорным произведением - -модуля Р и -*—модуля О назы
вается абелева группа

I® Р(р)®? О(р)]\/А1, 
рр|-

где М подгруппа группы Ф[/Д р) ® 7 р )|, порожденная всеми 
лс1=1

элементами вида х/ДД® у — х® С(у)у, где 7 £ ъ(р, ц), х^Р(р),
У €6(7) ((’). стр. 26).

Лемма 3. ((3), стр. 28). Для любого п—модуля Р и любого
-* модуля О имеет место канонический изоморфизм.

(Л® бРр^АЬ^в.Р*).

-—модуль Л называется плоским, если функтор Р ® — : АЬ‘*-> АЬ 
точен слева.

.1 е м м а 4. -—модуль Р плоский в том и только в том слу
чае, если -*—модуль Р* инъективен.

/
Доказательство. Пусть О >Д — В —произвольная точная по

следовательность - —модулей. Тогда ввиду леммы 2 последователь- 
1лФ/

ность О—Г ® А-+Р ® В точна тогда и только тогда, когда точна 
последовательность

(Г® В)*-*(/?® Д)*-0.

Но в силу леммы 3 последняя последовательность есть не что иное, 
как последовательность

АЬ\В, Р*)^АЬ-(А, Л*)-0,
а ее точность при всех мономорфизмах / равносильна инъективности 
к* —модуля Р*. ,

Для г-.модуля Р рассмотрим изоморфизм Ь: Р ® г,( , р) -Р(р) 
((*), стр, 26), при котором смежному классу, содержащему элемент 
п
М х<® «ь где Х1^Р(р!). а/ £ -(р1, р), ставится в соответствиеГ— I

п.
элемент 2 х//Да/) £/Д р). Пусть р : /„ , р) — вложение левого идея-

/— I
ла ]р категории - в Д —, р). Обозначим образ сквозного отображе- 

1л® н
ния Р®1р----- ►Л® тг(—, р)^-Р(р) через Р ■ !р. Нетрудно видеть, что

Л



гле
€ П Р՝>). “г/ € 1р( Р‘)• р< € 1"1-

Лемма 5. Для любого -—нодуля Г и любого морфизма 
а€ *(Р. <7)

• !'(֊, Р)*]=Г(Р)Г(а).
п т

Доказательство. Пусть У у 
У-1

Х//Г(я17а) Л • {-( —. р)т\, ГЯС

«</€*( А, Р), Р'61“1- Тогда
т
У Хц Р («,/ а ) =
Л1

Л ГП

(рИ(’).

Обратное же включение /7(^)/?(а)С^ • [я( —, р)а] очевидно.
Предложение 1. к—нодуль Р плоский тогда и только 

тогда, когда для всякого и всякого левого идеала /;, катего
рии - отображение (1/? ® ’ 1р—изоморфизм.

Утверждение остается в силе, если 1р—произвольный конеч
но порожденный левый идеал.

Доказательство. Если Р — плоский -—модуль, то для всяко
го левого идеала 1р отображение 1^ ® и — мономорфизм. Следователь* 
но, Л® /р=1т[(1л ® н)А] = Г • 1р.

Обратно, если (1р ® — изоморфизм, то Р% /р-*Р( р) — моно- 

морфизм. Тогда в силу леммы 2 Р(р)*-+(Р ф /р)*—эпиморфизм. Но 
этот эпиморфизм в силу того, что Р(р)^Р 0 г(—, р) и в силу леммы 
3 есть не что иное, как эпиморфизм

р), Р*)^АЬ'-*(/р, Г*).

Ввиду леммы 1 отсюда следует, что я*—модуль Л* инъективен. 
Следовательно, в силу леммы 4 Л՝—плоский я—модуль.

Предположим теперь, что наше допущение об изоморфизме 
/՝ ՝ 1р относится лишь к конечно порожденным идеалам 1р.

Покажем, что если —произвольный левый идеал. то Р Jp-~F-.Jp — 
п т

все же изоморфизм. Итак, допустим, что У У х/;Г(ао)=О в Р ■ ]р, 
I 1 1

п т
где хч^Р(р(), ли^7р(р1), р։ £ |я|. Тогда 1 1 ^/0«о=О где

п т
Л, = У У . Р№ч — конечно порожденный левый идеал. Ввиду на- 
г /-։ 7-1

личин канонического гомоморфизма Р ^/р-^Р ./р получаем, что 
п т
У, У Хц = 0 и в Рф^р, что завершает доказательство.

Свободными п—модулями являются прямые суммы я—модулей 
вида п(р, —) ((’), стр. 18). Заметим, что всякий свободный -֊ мо
дуль—плоский ((՛•), стр. II). Поскольку всяки»։ к—модуль изоморфен 
г—фактормодулю свободного я—модуля ((*), стр. 5), то следующий 
критерий плоскостности представляет интерес.



Предложение 2. Пусть - модуль М^Е[К.где Е плоский 
(в частности, свободный) -—модуль. Тогда - модуль М—плоский 
тогда и только тогда, когда Е • !рр\К ( р) = К • 1р для любого ле
вого идеала категории к.

Замечание. Так как включение К • !р^Е • /рГ)К( р) имеет 
место всегда, то необходимым и достаточным условием плоскост
ности является включение Е • 1 Р[\К( р)^.К ■

Доказательство, В силу точности функтора 0 справа ((*), 
стр. 9) последовательность

/<• 1Р ՝Е $1р^М< /г0

точна. Так как Л—плоский -—модуль, то имеет место канонический 
изоморфизм Е 1р"~Е • //ъ а образ К / в Еф1р при этом изомор
физме совпадает с Л' - /р. Следовательно,

М 1р^Е • /р/К • 1р.

Отсюда и силу предложения 1 М — плоский -—модуль тогда и толь
ко тогда, когда

М • !р~Е- [р!К՝ 1р

для любого (конечно порожденного) левого идеала 1р. Произвольный 
элемент из Л1 • !р в силу естественности - эпиморфизма о: Г-*-.-И 
можно представить в виде 

И т п
V V (х,,«„)М(«1>) = 2

/-1 /*1
V | хи Е( ) | зр =

л т
V V х1/Е(2,1)
/—! /—1 V

где Д7/€Нл)> а1^^р(Р1)< Л€1"|- Значит,

М • /р=(Е • /р)ср^Е . /р/[Е • /рпК(р) |.

Следовательно, Л/—плоский -—модуль тогда и только тогда, когда 
Е' ■ /р!\Е • !р[}К(р)\=Е • 1р!К- 1р для любого /?£|-| и любого (конеч
но порожденного) левого идеала 1р. Так как К • !р^Е • 1рГ\К(р), то 
это равносильно тому, что Е - I рр\К( р) = К • /р.

Следствие 1. Пусть всякий конечно порожденный левый 
идеал категории -—главный (т.е. имеет вид-( , р)а, где а£г.(р,ц)) 
и пусть М^_Е1К, где Е—свободный г. модуль. Тогда М —плоский 
-֊ модуль в том и только в том случае, если

Е{р)Е(^К(ч)^.К(р)К^)
для всех р.д^ |к|, а £ г.(р, д).

Доказательство. Положим в предложении 2 /г/ = -(—, р)<*. 
Тогда в силу предложения 2, /И —плоский - модуль тогда и только 
тогда, когда

Р • Н- р)*\ П К(д)^К • 14֊ Р)«].
В силу леммы 5 это включение можно переписать в виде 
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Категория п называется регулярной, если для любых р, 
найдется такое что ։ = а?а ((*). стр. 90).

Предложение 3. Следующие свойства (не обязательно ма
лой или предаддитивной) категории ~ равносильны:

1) к—регулярная категория;
2) всякий главный правый идеал категории ~ является глав

ным правым идеалом, порождаемым идемпотентом ;
3) левосторонний аналог свойства 2).
Доказательство. 1) => 2). Для любого сущест

вует такое РС р), что а = а^а. Положив г = а?, будем иметь:
е® — офзф = а8 = е, а = а^а — сч.

Поэтому аг(^, —) = *г(р, —).
2)=>1). Если ч^т:(р,д), то 7 = £л-(д. д) — зк(р, д) для неко

торого е =е’ £ к( р, р). Следовательно, существует такое 
что « = ։■(, Поскольку е £ г~( р, р) = р), то найдется такое

ЧТО е = оф. Тогда а^а = га = г’у = £•( — 7.
Импликации 1)=>3) и 3)=>1) доказываются аналогично.
Предложение 4. Следующие свойства (не обязательно 

малой) предаддитивной категории - равносильны:
1) к регулярная категория:
2) всякий конечно порожденный правый идеал категории г. 

является главным правым идеалом, порождаемым идемпо
тентом;

3) левосторонний аналог свойства 2).
Доказательство. 1)=>2). Ввиду предложения 3 достаточно 

доказать, что правый идеал ак(7. —) Ц-Э«(г. —) -главный. Здесь 
а£г.(р։ д), г)- В силу предложения 3 существует такое
г = Е։(5(р, р), что —) = е-(/>. —). Тогда для любого $£|՜! имеем

р-(г, Э)= 1рр-(г, 5) Се-}г(Г, 5) 4֊ (1д֊-։)рк(г, 5).

откуда
я-(<7- $) + $)!=*Г՝(Р, з) 4-(1р—в)Мг1 5).

Более того, так как а-(д, х) = "(/>,$). то

а-(<7, 5) 4- ?“(г. $) = Е'( Л *) + (1р — «)?*(Л *)•
В силу предложения 3 найдется такое п = <р’ £ -(р, р ), что 
(1;,—е)Э-(г, х) = ?-(р, х) для всякого 5 £ |~|, причем £? = 0, так как 
? € Р)- Итак, для всякого $£|՜! имеем

чг\д, у) 4- ?к(г, 5) =гк( р, 5) -I- ®-( р, 5).

Положив ф = ?(1/л —£). будем иметь

фв = О, —в)=0, фф = <?(1/,—в)ф = <р(®—3<р) =ф։ = <? н
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Поскольку ф'{=?(ф=?( 1/, О). ТО р,3)С^-(р, $) (•>-(/?, 5)С?г( р^) 
для всякого $£|“|. Значит, <р~( р. $) = 6-( р, 5). Итак «к(у. ^)4֊М^. «)= 
=։-(А 5) 4- фк(р, 5). Покажем, что з-( р, 5) 4 фк(р, 5) = (г 4<Ь)к( р, $), 
Включение — очевидно. Если же = 4 4 •$•/, где и, 7£~(А5), то 
(е 4 ф) (ер- 4 ФЧ — ен 1 = ՝•
Следовательно, справедливо и обратное включение _С.

Импликации 2)=>1) и 3)=>1) следуют из предложения 3, а имп
ликация 1)=>3) доказывается аналогично импликации 1)=>2).

Теорема. Малая предаддитивная категория - регулярна 
тогда и только тогда, когда все г модули плоские.

Доказательство. Предположим, что все "—модули —плоские. 
Тогда, в частности, для всякого а£тг(/?, — модуль ~(А—)/ак(<7.~)
плоский. В силу предложения 2 это равносильно тому, что для вся
кого левого идеала /ч категории -

"(Р, ֊) • Я) = |а*(?, —)| • /<?•
В частности, если /? = «(—, /?)*, то

тс( А ֊) • 1К(—. Р)<*1 □ д) = |«тг(*7. ֊)| • Н(—, р)а|.

В силу леммы 5 это равенство можно переписать в виде

4 А/>)аЛа-(<7. <7) = а«(<7,/>)*-

Поскольку * = = -(/;,/т)а п атЧА <7). то существует такое
3£“(<7. Р). что а=а[1а т. е. к— регулярная категория.

Предположим теперь, что " — регулярная категория. Пусть 
М^Р[К, где Л—свободный -—модуль. В силу предложения 4 и 
следствия I для плоскостности " — модуля Л1 достаточно доказать, 
что Р(р)Р(*)пК(д)сЖ(р)К(ъ) для всех а<7€Н и *£~(Р,д)- Если 
Л’€ Р(Р )^(а)П^(^). то х = ур(г) для некоторого у(:Р(р). В силу 
регулярности г найдется такое что а = «₽в. Тогда

Л = у4(а) = уР(у)Р())Р(а) = хЛ(р)Л(а).

Поскольку х£К(д) и К— я— подмодуль в Р, то хР($) £ К{р). А тог
да хР($)Р(а) £ К(р)К(*). Теорема доказана.

В заключение искренне благодарю Л. А. Скорнякова за руко
водство работой.
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որոնք» ընդհանրացնում են օդակի վրաքի 
տասխան հայտնի չափանիշները»

Տրվում է ոեդուլյար »»/րե դադիս»իվ
դլ/սավոր 1լ վերջավոր ծնված ր »/ե ալների

• • • • ք
մ ո գուլն երի համար Հ ամա սլա -

// ա տ և գորի ան ևրի բն иլք)ա գրиւմր
միջոցով։

Դլխ ավոր արդյունքն է/ փորր սլրեդադիտիվ 7Г կատեգորիան ոե դուԱար 
Լ այն և միայն այն դեպքում, երր բոլոր Т - մ и գուլն երբ տափակ են։
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