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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ
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О симметричном вдавливании двух жестких одинаковых 
штампов в упругую полуплоскость с вертикальным 

конечным разрезом

(Представлено чл корр. \Н Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 28/Х 1975)

Рассматривается плоская симметричная контактная задача для 
упруго»! изо!ройной полуплоскости с разрезом конечной длины а вдоль 
оси (оу), начиная от горизонтально»! границы.

На участках с-Ь горизонтальной границы полуплоскости приложены 
жесткие штампы с основанием произвольной формы, симметрично рас 
положенные относительно оси разреза. Предполагается, что трение 
межд> штампами и полуплоскостью отсутствует. Для простоты прими 
мается также, что граница полуплоскости вне штампов свободна 01 
внешних усилий. В конечном разрезе, длина которого может быть опре 
делена, действует только нормальное давление (рис. 1).

к

Рис. 1

Задача решена методом Фурье. Решение задачи сводится к спет։ 
мам «парных» и «тройных» интегральных уравнений. Эта система ■ 
свою очередь сводится к интегральному уравнению Фредгольма второй 
рода. Показано, что решение последнего уравнения может быть найден 
методом последовательных приближений. В частных случаях, когД> 
а—О или а оо соответственно получается симметричная контактна 
задача с двумя жесткими одинаковыми штампами для полуплоскости 
без разреза (։ ։) и контактная задача для квадранта (3).
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В силу симметрии, ограничиваемся рассмотрением только облас
ти квадранта (0<^х<оо; 0<у<°°) ПР|։ следующих граничных ус
ловиях:

-vy(.v, 0)=0 (0<х<оо), зу(х, 0)=0 (0<л<£. г<л<оо), 

v(x, 0)=/1(л) (Z»<x<c), тху(0, у) = 0 (0<у<оо) 

о^(0, у)=/2(у) (0<у <а), /4(0, у)=0 (а<у<ос). (1)

Бигармоническую функцию Эри для решения рассматриваемой задачи 
ищем в виде:

)в р
[Д(а) + ал-£(а)]е-’Л Sln(ay)rfa-}֊ I |C(?)+PyZJ(4]«_pyC0S(M^?-

О ”
(2)

Напряжения и перемещения выражаются через бигармоническую 
функцию Эри известными соотношениями (*):

ах= — Ja’(Д(а)4֊ал/?(а)|г'MSln(ay)rf«֊|֊ j ₽*|С(₽) — 2D($) +

О и

+ ?У^(?)1*~?у cos
м» **

ау= j я2|Д(։)—25(։) гах^(з)|е—’ Sin(ay)t/5 —J ?’|С(0) +

4-?yW) k~,vcos(3.r)<5,

•ху —
о

?(а) 7x5(1)cos(*y)f/x —
о

+ ?yD(₽)k-’ysin(?x)^

ti(x, у) =

о
ж

2£>(3) + W)by(l + 41* ’ysln(8xM? .

о

у) = |»|Д(а)(1 *v)֊25(a)+։xB(«)(H-41*-“C0S(iy)</a4-

О

г
I {j|C(»(l + v) + D(3)(l— v) + ₽y/9(?)(l-h4k-։i5,cos(Mc/-J . 

и

(3)

и

Удовлетворяя граничным условиям (I). получаем:
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Я(«) = В(2) (4|

О(р) = С(?)-
я4/?(а)^а 

(«’г?’)։
(5)

| а’В(а) 81П (яу)«/я = —/։(у) 4֊ 

О

х.
Г?։|С(3)-2П(?) + ?уО(?)|г֊^<3 0<у<

• • и
а

я/?(я) 5<п (яу)^я — О п <У <С°° (6)

?гС(3)со5(?л)^ = 0 0<х<6

от 5?

I ЗС(?)СОЗ = —-/,(х ) + л- I ։■«—£(«)</> Ь<х<с,
%) - •' о о 
«г
1|?։С(Р) СО8(рХ)А?Р = 0 Г<Х<«Х>

о

Из (6) выразим функцию В(г) через функцию С(?).
Для этого умножим первое уравнение из (6) на у(г*—у’)“։ 2, проин 
гегрируем по у от нуля до г.

Умножим второе уравнение на (у1—г*) 12 и интегрируя полу 
пенное равенство по у от г до бесконечности, потом дифференцируй 
по г, имеем:

х
Г У/М<*У
3 /г’-у» Л 
оО

с©
-М>С(?) Д։(?г) + 1-_/,(М ц
2 2 к

о

2 < 
и

2
-/>(М <’ + — Г

о

+ Ио(М֊Ич>(М|^ 0<г<а

7/?(а)7Л/1(7Г)б/ 
о

7 = 0

_ г . («
.) V Г2 — у’ 

о
Используя формулу обращения для преобразования Ханкеля, пол՝ 
чаем:
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2
Л(?г)

О о о

= 1>О(?И|г 4,(М+ ±- -/,(?/■) 

О о

х ■

и о
-Л(И+ Ио(М ֊ ^0(И1Л(’И^. (Ю)

где Л (г)—функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента
Л (г)—функция Бесселя первого рода от действительного аргу

мента
А» (г) —функция Струве от мнимого аргумента.

При получении (10) были использованы значения следующих ин
тегралов (5)

• у 51п (ду) 
/г’ - у9

^У= ֊ г/։(«г);
4»

’ 51п(яу) =4гЛ(яг).

\^== = V -Г 1£-<И-/1(Н
с У г2—у9 2 р

Подставляя значение 0(31 из (5) в (10) получаем:
а к а

?։(Г)Л(Т/’)^Г + 7 (?’£(?)<*? | г 
V <7

(I о и

о и о

-г ргАо(?И - ?^о(?Н

где
х=5(а) = С(а);

^Шг> — ?г/-о(?г) -

Л(?Н+'—-А(И + 
4

da.

•.Тройные" интегральные уравнения, подобные 
в работах (в~12).
Следуя (”), из (7) получаем:

рассматривались

с/1 = 2;(и) з1пу—г 4«( 1—//) 51»13 
2

—п, 2. Л251п3 (1'2)

(I

ся=(-1)’1+1с; (13)

У
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V с;л„.,(3г) -?С(Ю, л— 1
(14)

(15)

(16)
О

С СО5 -----= Ь
2

Л(з, 3, г) —гипергеометрический ряд,

() — постоянная, которая должна быть найдена путем подста
новки (14), (12) и (15) во второе уравнение (7) при д՜ Л. 

Подставляя значение С(?) из (14) в (II) с учетом (13); (12) и (Г), 
для определения функции О'(а) получаем интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода:

с։т)-“(1)+|'адк(ъ«)й, (|«|
<1

где 
а 

О ?
~’(т) = —т | Тя(г)Л(7г)^ Ч ^Р^п’-^-У (-1)^’//(1-//) : 

" 2 Т"1
о

I 00 О
—/г, 2, 5։81п’ )йф| гр/70(?г)--?г/.0Ог)-

о О о

<։

, . 4 с . . ч (• 1-2/1(^1—г*81п’в/2)
/։(;г)^г-----Ес-( 51п*- У (— 1)п+1/Ц1— л) $ —------ ?■ -------------

« 2Т֊1 Л Л Н‘-г։
о и

1 + п, —п, 2 5։ 51пг -
2

О - о

х

-?г£0(?г)-^- 
К Л(1Г)^,

/.,(>( I — - А(М+?^о(?'-)-?г/,(рг)9^
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8 ձ ® *.ձ(-յր)ժր-------7ժտ1ո4 —շ (- !)"+’/։( 1-я ) Ռ
" 2 л-1 յ

о

■ •շ*/ 1-?*Տ1ո4/2 յ Հ 5»- 7։
0

* о
-Л. 2. Տ’տ1ո4/շ)(/տ յ)յ2ո ս Ս

-'քԼՀԽ- — Հ^ր)ճր,

1

I ֊ՀՒ՝ ( 1 + д, -Л, 2, № տհր — Ն.Տ = — Л( 1 ո,
• \ 2/2
и

«. 2. Տ1ո։ 0/2). (19)

Имея в виду асимптотическое разложение функции Бесселя и Стру

ве для больших 7 (”), получим, что ||т‘-’(7) = 0 и » |А'(«. Т)1^я<1- 
1-® о

Значит, интегральное уравнение (18) можно решить методом после
довательных приближений. Далее по формулам (17), (15), (12), (14) 
и (4) последовательно можно определить все искомые функции. 
Напряжения и перемещения по известным формулам (2) будут опре
делены в любой точке полуплоскости, а длина разреза —из условия, 
отсутствия особенности напряжения.

Институт механики Укадсмни наук Армянской ССР 
I реиаискпп политехнический институт им К Маркса

Վ. В. ՏՈՆՈՕԱՆ. 2. Ֆ. ՄԻՆԱ113ԱՆ
•1ււ|ւլաձ|պ. վերջավոր երկարուբ |ւս1՜ւ 61ււ(|՚ու| թուլացված կիսահարթով ;աս 

համաչափ (ւևշումթ երկու միատեսակ կոշտ զրոչմներււվ

Դիտարկվում Լ հորիզոնական եղրից սկսած ոպդադիծ վեր՚չավ որ երկա- 

Ր՚էւիյս/ն ճեղքով թпцш դված իդոտրոպ , ա ոաձղա կան կիսահ արք1 ով/ յան կոն- 
տակտա յին խնդիրք։

^իսահարթոէթյաե եզրին են կամայական հիմ քերով^ ճեղքի
նկատմամբ համաչափ դասավորված միատեսակ դրոշմներր: ենթաղբվում 

շփումը^ դրոշմների և կիսահարթոլթ յան մ իք և բացակայում է։ Պ արդու- 
քկան Հսւլքար րնդանւ/ած է, որ 1/ իս ահ արթ ո, թ յ ան նղրր՝ դրոշմներից դււրս 

Ազատ է արտաքին ուժերից, ինչպես նաև ճեղքի եզրերում ազդում են միայն 
^որմայ չարումներր:

^ԳՒրԸ րերվում Լ «զույգ» և «երիցս» ինտեդրայ հ ա է/ա սար ում Ս ե րից 
1,Այդկացաձ սիստեմի, ոյւի լուծոէմր հանգում I, Ֆրեգհոյմի երկրորդ սեոի 
1'նտեգրս/լ հավասարման յոլծմանրւ

^'^յ>յ Լ տրված, որ հավասարումը կարելի է լուծել հաջորդական մոտա- 
'1ո1,Ոլ№յքսնների եղանակով։
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