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Об одном логическом методе повышения 
надежности схем

(Представлено академиком АН Армянской ССР С II М<ргеляном 20/X 1975)

В (') рассмотрена задача повышения надежности схем, реализую
щих булевы функции и построенных на произвольных базисных иена 
дежных элементах. «Ненадежность» в элементах выражалась в превра
щении их (с некоторой вероятностью) в устройство, реализующее одну 
из константных функций 0 или 1. Идея способа повышения надежности 
таких схем заключалась в первоочередном дублировании тех более 
«активных» элементов, от которых в основном зависит надежность схе
мы в целом. Считалось, что элемент «голосователь» работает абсолютно 
надежно.

В настоящей заметке решается аналогичная задача для схем, реа
лизующих произвольный конечный автомат из достаточно широкого 
класса автоматов. Понятие «ненадежности» элементов здесь употребля
ется в более широком смысле.
Пусть А конечный автомат, для которого множества А. У и С мно
жества соответственно входных, выходных сигналов и состояний, а 
^(с, х) и /(с. х) —функции переходов н выходов.

Пусть элементы у £ Г и с£С закодированы двоичными на- 
«R» •

борами х = (х։....... хл), у = (у1.........ух) и г = (с։.........с,.) соответствен

но. В дальнейшем записи л* и х, у и у, с и с будем отождествлять. 
Автомату А сопоставим некоторую схему имеющую п входов и 
« выходов. Пусть она построена из /V логических и е запоминающих 
элементов, которые обозначим через А'։, . . ., Л'у и Л'.у+։,..., Х.х-+, 
соответственно. Относительно логических элементов предположим, 
что реализуют булевы функции, а запоминающие элементы выпол
няют функции липин задержки одного бита информации на один 
такт (т. е. в течение одной единицы времени). Если в запоминающих

элементах записана информация с = (с\......... *>), то будем говорить,

что схема находится в состоянии с = (с։........се).
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Будем говорить, что схема относительно входного сигнала 
л* и состояния с реализует автомат .4, если при подаче на ее входы 

набора х (х։, .... х,։) в данный момент времени, на выходах в тот

же момент времени получается набор у = (у։........уг), который сов-

падает с <(х, с), а состояние схемы в этот же момент времени сов

падает с й(х, с)’\ при условии, что в предыдущий момент времени 
схема находилась в состоянии с. Схема 5д реализует автомат 4, 
если она реализует автомат А относительно любого входного сигна
ла х£А и любого состояния с£С.

Событие, при котором схема 5д относительно некоторого вход
ного сигнала и некоторого состояния не реализует автомат Д, назы
вается „ошибкой**. При этом говорят также, что схема 5д относи
тельно данного входного сигнала и состояния „ошибается**.

Пусть каждому логическому элементу А/(г = 1,/У) сопоставлен 
набор функций //. 1, .... так, что с вероятностью
р, , А/ превращается в схему, реализующую булеву функцию //,, 
/ ------ I \/ э = 0, т\ уР(.3> —), а каждому запоминающему эле- 

менту Л'д+/ (/ = !,*) —набор объектов </лчл«> А+Л»........../л+/,т>.
где /л+/,о автомат, выполняющий функции линии задержки (г), /х+,.\ 
и /л + -.2 соответственно константные функции 0 и 1, а /лчл». о>3— 
произвольные булевы функции. Пусть элемент Ад+/ (у = 1,е)с 

вероятностью Ау+/,о> — превращается в схему, реализующую авто- 
2

мат /д+/. о, с вероятностью р.\+1., —в схему, реализующую функцию 
____  т

/л’-/,։ (5=1, /П; V рл.+л,= 1; р V у з = . . . =рх^/т =0).
1-0

Будем говорить, что логический элемент А/ работает „правильно**, 
если он реализует функцию Л, о (/ = 1, Л9, и запоминающий элемент 
Ад+/ работает „правильно", если реализует автомат /дч/.о (7 = Не

допустим, если все элементы (как логические, так и запомина
ющие) схемы работают правильно, то она реализует автомат 4.

Если все элементы А/ реализуют соответственно ^,^(1 = 1, /Vне. 
то будем говорить, что надежность схемы 5д находится в состоянии 
« = («!....... 5д, зд+|, ..., аЛ+г). Схему 5д, находящуюся в состоянии
я обозначим через $д,։. Объединение наборов выходов и состояния 
схемы $д,1 в данный момент времени, если на входы в данный момент 

времени поступил набор х = (х1.......хп), а в предыдущий момент вре-

♦) Через Х(с, х) н б(с, х) обозначены двоичные коды Х(с. х) и о(с, х) соответ
ственно.
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мени она находилась в состоянии с = (г։....... се). обозначим через

5д.Дх, с) = <л3(х,с), 3,(х,с)>ч.

Предположим, что ошибки в различных элементах схемы статис
тически независимы. Тогда вероятность того, что надежность схемы

5.4 находится в состоянии о, равна р(з) = П Р^, а вероятность
1-1

того, что схема 5д ошибается, при условии, что в предыдущий мо
мент времени опа находилась в состоянии с. и в данный момент

времени на входы поступил набор х = (х1,..., хп) равна

Р(Л/5д, с, х) = ]£|5д.3(х, с)®5д.о(х, с)| • /?(□), 
Р]

где сумма берется по всем состояниям в надежности схемы 5д, 
О нулевое состояние надежности, при котором все элементы схемы 
работают правильно, —знак бинарной операции, которая опреде

лена на множестве всевозможных наборов г = (г։, 
и единиц следующим образом:

*5+,) из нулей

если г — г' 

если г±г'.

Складывая условные вероятности по всем входным сигналам 
х X, считая, что задана функция ?(х) распределения вероятностей 
появления этих сигналов, получим вероятность того, что схема 5д в 
данный момент времени ошибается, при условии, что в предыдущий 
момент времени она находилась в состоянии с:

Р(Л/5д,с) ^Р(Л/5л, с, х) </(х).

Пусть относительно функции <?(х) автомат Я является сильно
связанным, т. е. для любых двух элементов с и с' из С существует 
натуральное число / такое, что р^^О, где р՝”՝е есть вероятность 
того, что автомат А из состояния с' через точно / шагов переходит 
в состояние с. Из теории дискретных цепей Маркова известно (.’), 
что при этом существует предел Чезаро:

который не зависит от первого индекса с', где /?]'|с =— У Р^]с- Пз 
I Г։

’) Здесь принято обозначение 
= <у։.......... Ух, с». •• •■ <*>•

<ч........с* » =• • •> У*>,
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очевидного равенства /Я9 = • /^*с
сес

следует ^с = _р —V . //‘>с, 
ГТ1 <“г1 сес

откуда и при / —> оо получим

ХРс = I. 
ее'

(2)

Естественно полагать, что после длительной работы автомат /1 
будет находиться в состоянии с с вероятностью рс(е£С). Естественно 
полагать также, что схема 5д после длительной работы также будет 
находиться в состоянии с с вероятностью рс(с£С). Реалистичность 
последнего допущения следует из того, что предел (2) не зависит от 
первого индекса, и в промежутке времени, заключенном между 
двумя соседними ошибками, эти ошибки „забываются". 
Итак, за вероятность ошибки схемы принимается число

Р(Д/5л) = ЕР(Д/5Л։ с)рс. 
С (3)

Наша конечная цель заключается в достижении требуемой надеж
ности схемы при минимальной затрате (по стоимости) избыточной ап
паратуры путем дублирования и надежного голосования выходов неко
торых элементов.

Введем обозначения;

3 (( /1« )) • . ■« (/к՝ •••» ■••’О)՝

-с((Ч< 3/1). ■ • ■» (/Д- в/^)) ~ 1- |$Д. ։((/|. Щ). 
'б՝՜

..(/*. :/*))(х. с)| • д(х),

ЛИ рала 
о = (0............0)

Тогда очевидно

Р(Д/$л,с) = ?£ 5|осШ։>0.։)........(/л %)) . Пр/в/ П^,о|.
/е(б.... /*| /е|/|..... '*}

где внутренняя сумма берется по всем тк наборам (а/,,... дли

ны у=1,А), внешняя сумма—по всем 2Л —1 наборам ин

дексов (/, /д) (/։<7։< .. . </д; 1 <к</У-| е), а запись ......ц|
обозначает /6|1, 2....... ЛЧ-е|'Ч/։, ../д|.

Введем дополнительные обозначения: р = тахр/л (1 <1 <ЛН-С;

т
<2с(0 V 2в((/, О)) . р,

7— 1
-’с(/....... /Д) = ^ |2с(и։,о։).........(/д. %)) • п^.։< Пр/.о] (А^2),

/е|/«.... /*1 ‘с (/։..
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и(/։, ,.1^) — с(/։, .. Iк)Рк (сес

Очевидно, 2(*) является вероятностью того, что элемент Х։ 
ошибается, в результате чего схема ошибается, при условии, что 
все остальные элементы схемы работают правильно. 2(0 называется 
активностью элемента X, (1^/

Выделив линейную часть относительно а., 1 т)
формулу (1) перепишем н следующем виде:

_ л’+<*
/'(А/5Л.с) = V С).

Теорема. Если т/>(ЛЧ֊е)<1. то |?(Л/5а. с)| <«=/։’(,У+е)։. 
Доказательство.

т(А/5л. с) = £ £ 2։((/, П Л,..֊!՝) 4-Т 2<(Л7)+ .. . 4- 
/-1 ®-1 \/♦/ / Пм/. .V

V 2с(Ч------ *'*)+ •. • +2Д1.......... м+е)^с\. т*р* •;֊ ... +С‘ т*р‘ +

4֊ ... + С%+'тх+,рх+' = (I -\֊тр) л1 — тр(Х+е) - I -

—/ир(ЛЧ-е) = т
2

тр( ЛЛ-Ье) 
б

.. тр(Х-{-е) е 111з условия теоремы следует: ■ <----- -  е^тр^ ՛< — < —,

следовательно, »(Л/5д, с^пРрЧХ+е)*.
Для установления факта ф(Д/5д,с)>—т՝р2(. Уфе)2 достаточно за -

Х+е т Г Х+г I
метить, что V V 2Д(/, о)) • ^.,(Пр/>0֊1)> V > 

1-1 о-1 I1*1 1-0 Г

• (1—тр)х+*-}— [)р :^тр(Ы+е (1— тр)х+‘ 1

ЗДЛ *)) •

— т'р*(Х+е)*.

Из доказанной теоремы и (3) следует 
_ ^+г

Р(Д/5л)֊ V 2(0 ^’р2(ЛЧе)։
/-1

Таким образом, для вероятности Р(я/5д) установили следующие 
верхние и нижние оценки:

Р(А/Ха)^,= V՛ 2(0+т‘/Д(ЛЧ֊е)։, 

_
Р(А/5д)>в_= V
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Перейдем теперь к повышению надежности схемы путем дублиро
вания отдельных ее элементов и надежного голосования выходов эк
земпляров. Задача формулируется следующим образом.

Пусть каждому элементу Л'/схемы 5д сопоставлено положитель
ное число о (1 = 1. АЧ-е) —его „цена". Дублируем элемент Д'/ крат- 
ностью г, (3/ I, 3, 5, .. .|; / = 1, Л/-НР, Для полученной схемы $՛ Л 
получим вероятность ее ошибки: Р(Д/5,).

Требуется найти такие значения г։, ..г.у^, чтобы Р(А/5л)<։0.
Л’ + с

а сумма V с/г,- была минимальной, где е0 наперед заданное число.

Эта задача нелинейного программирования, для решения которой 
не существует общих методов. Однако, мы решим эту задачу прибли
женным алгоритмом с оценкой погрешности с некоторыми, с точки 
зрения практики, естественными ограничениями. Точнее, поставленную 
задачу решим не относительно функции Р(Л/5д), а относительно ее 
верхней оценки е , которая относительно р1։3 является линейной 
функцией, дополнительно предполагая, что выполняется неравенство

Предварительно заметим, что после трехкратного дублирования 
любого элемента его активность станет нулем. Следовательно, 
более чем трехкратное дублирование вообще не требуется. Далее, 
поскольку при дублировании элементов число элементов в схеме уве
личивается, то максимальным числом элементов в схеме будем счи
тать 3(Л%е)5 ). Введем обозначение: £?*(/) = -^֊ £2(/)(3—2/ ).

Итак, требуется найти такие значения г։, ..., гх+г, чтобы
Л'+ 

выполнялось неравенство V 
/-։

-’ (/) при минимизации линейного
.V-» Г

функционала с, Zi (zt £|t; 3|; i = I. TV֊}֊<?).

Вводя обозначение Ui — —(zt —1), f=l. получим задя- 
2

чу линейного программирования с булевыми переменными (*|: надо 
найти такие значения для и։, мг, .... их*, (и< £|0; 1); / = 1, /V-H).

А’ 4 с А + f с
чтобы выполнялось неравенство V у S(0— ~, при

/-1 т-i 2
N+f 

минимизации функционала V а /// . 
1-1

Для оценки (сверху) лишней затраты относительно первона
чально поставленной задачи (т. е. относительно требования P(A/Sa) 

’) При г/ — 1 элемент Xi фактически не дублируется.
Устройство голосования не считается элементом, поскольку оно, по предположе

нию. работает абсолютно надежно и в наших расчетах не фигурирует.



50) достаточно решить эту задачу относительно нижней оценки г 
ЛГ+г

и вычислить разность значений функционала V с, г, для е+ и ։_• 
<-1
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11. Վ. Պ1ւՏՐ1|113ԱՆ. Շ. ն. հՈՏէՈՅԱՆ

Սխեմաների 1'ււււսա||ււււ р |шС< բարձրացման մի տրամաբանական 
մեթորի մասին

Դիտված Լ Տ մոլտք և !1 ելք Ունեցող սխեմա, որր հավաքված Լ ֆիքս
ված բազիսային (տրամաբանական և հիշող} էլեմենտների վրա և իրակա
նացնում / վ երջավո ր ավտոմատ։

11խեմայում օզտազործված յո ւրաքան չյոլ ր տրամաբանական (հիշող] 
էլեմենտի համար նշված է Նրա այս կամ այն ֆունկցիան (ավտոմատը) 
իրականացնող սխեմայի ւէերածվելոլ հ ա վան ա կան ութ յունն ե րի բաշխումդ 
ինչւզես նաև որոշակի դրական թիվ' նրա «դինր»։

II ահմ անվում է սխեմայի а սխ տլվելուս զա ղալիարր և կախված նշված 
հավանականություններից ու նրա մուտքին տրւէած ազդանշանների 
համախմբությունների Հանդես գալու հաւ{ ւսնակւոնոլթ յոլնների բաշխում իղ 
որոշվում է սխեմայի սխ ար[ե լոլ հավանականությունդ Որոշ բնական ենթա
դրությունների դեւդքում լուծ վոււէ է մինիմալ ծախսով լրացուցիչ էլեմենտներ 
ավ ելացն ե յո ւ[ սկզբնական սխեմայից նույն ավտոմատն իրականացնող, 
РНЧ!1 ս1ա * սւնշւ/ած հուսալիությամբ աշխատող սխեմա ստանալու խնդիրդ
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