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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

А А. Азатян

Об алгоритмах для перечисления элементов полных множеств: 
п- перестановок с повторениями, сочетаний из п элементов 

по т, размещений из п элементов по т

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Ф. Т Саркисяном 18/УП 1975)

В(’) рассматривается метод перечисления элементов множества 
всех возможных перестановок из п различных символов |РЯ|, наз
ванный „методом треугольника адресов- и отличающийся от извест
ных (3՜*) тем, что использование управляющей матрицы (треуголь
ника адресов) дает возможность почти полного исключения арифме
тических операций, резкого сокращении количества команд и су
щественного уменьшении объема памяти. В (։) метод треугольника 
адресов распространяется на более общий случай—перечисление эле
ментов множества |Р‘| —всех перестановок из п символов, среди 
которых имеются одинаковые. В настоящей работе показывается, что 
с использованием специально определенных логических функций ал
горитм для перечисления элементов |Р,։| может стать основным зве
ном также для конструирования алгоритмов для перечисления эле
ментов множеств: всех сочетаний по т из п |С*|, всех размещении 
по т из п и, таким образом, для перечисления элементов 
списков всех элементарных комбинаторных объектов, имеется еди
ный метод, основывающийся на методе треугольника адресов. Для 
описания алгоритмов рассмотрим ряд соотношений и определений.

В (’) последовательность адресов соответствующая процес
су перечисления элементов составляет циклическую структуру, 
которую можно разбить на следующие подпоследовательности: (л—1)1 
подпоследовательностей по (л -1) <7Я —адресов односмежных транс
позиций //-ого элемента первоначальной л —перестановки со всеми 
остальными (л—1) элементами: (л- 2)1 подпоследовательностей по 
('I 2) цп - адресов односмежных транспозиции (л—1)-ого элемента 
первоначальной //-перестановки со всеми (л —2) элементами, исклю 
чая //-ый элемент: ... 21 подпоследовательностей по два </,։ адреса 
Односмежных транспозиций 3-го элемента первоначальной л-нере-
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становки со вторым и первым элементами первоначальной п- переста
новки: наконец, один у,։ —адрес односмежной транспозиции вто
рого элемента с первым элементом первоначальной //-перестановки. 
Каждую из вышерассмотренных (//—1)! подпоследовательностей пос
ледовательности дп —адресов назовем „циклом п -го порядка Сл"; 
каждую из (п— 2)1 подпоследовательностей — „циклом (л — 1)-ого по
рядка СЯ_Г; ... каждую из (л —5 — 1)! подпоследовательностей — „цик
лом (п -5)-ого порядка Ся_/; .наконец, подпоследовательность, 
состоящую из одного адреса — „циклом второго порядка С2“. Назо
вем л-ый (по индексу /) элемент некоторой первоначальной п, —пе
рестановки „ведущим элементом цикла С,։“; (л — 1)-ый элемент—„ве
дущим элементом цикла С'л-Г; ...; второй элемент — „ведущим эле
ментом цикла С}". Будем обозначать также эти элементы в соответ
ствии с принадлежностью Г-ым индексам /, г/, у, Л —каркаса (х) при 
/=1 и /'= I, 2....... п через ։։(1, /), ,а(7, у).......... ла(/, /), где /, /-
аргументы, указывающие место элемента на сетке (/՛, у), а Г — за
фиксированный при у = 1 7-ый аргумент.
Всякую первоначальную п - перестановку с распределенном (։-5) (л; 
«, = 2, п, = л4 = ... = //у = 1), равночисленные элементы в которой 
являются ведущими элементами циклов С; и С/_и, будем обозначать 
через л —(С/, С, и) —перестановку. Возьмем некоторую п

(С1,Сг-и ) перестановку (Г и и' —аргументы ведущих эле
ментов при у = 1) и, последовательно изменяя значения аргумента 
6(6=1, 2....... л!), будем сопоставлять каждой паре аргументов /։, у
ведущего элемента цикла С1 его величину < •«(/,, у) и каждой паре 
аргументов / ведущего элемента цикла Сг֊,г его величину 
г и ’(/։, /). Множество всех пятерок чисел, состоящих из аргумента 
к (при 6 — у). соответствующих / аргументов и /2 и соответству
ющих /2. и / величин / а(ц, /) и г_и а(/2, у), назовем „(/', и') 
массивом аргументов". Над (/'. «') массивом аргументов опреде
лим функцию Ф{ " (6), удовлетворяющую условиям:

Ф<’.« (£) =
О, если

1. если

при ₽(<7, 6) = 1(/։ - {п-д) & /2 = (л—?+1))У
У(/։ = (л-?)&/։ = (п -7+1)); (I)

при ?(7. *) = К(/1 & Ч) + ((л-<7)& (/г-7+1))У
\/(/։ = (л—7)&/„ -(//-7+1))\ 7։

/а = (л—?+!)).
Пусть / —последовательность значений некоторой функции • л
Ф։+иг-(6) (/’,, //'—одно из всевозможных сочетаний пар аргументов 
/. и Г1։ и. элементов из группы равночисленности |л1(|), располо
женных по мере возрастания 6(6=1, 2,...,/; / -'.л!) по направлению 
процесса перечисления, разбита (без изменения порядка расположе
ния элементов) на подпоследовательности, и первую из которых вхо
дят первое из пулевых значении и все предшествующие нулевому 
единичные значения функции, во вторую—второе из нулевых значе
ний и все единичные значения функции, начиная с первого единич-
24



ного после первого нулевого значения функции....... наконец,
в последнюю—либо последнее нулевое и все единичные зна
чения функции, либо все единичные значения после послед
него нулевого значения функции. Пронумеруем все подпосле

довательности в направлении процесса перечисления с помощью 
чисел из натурального ряда, начиная с единицы (при этом, если 
Ф|‘»•“'։'(/)^0 при примем, что последняя подпоследовательность 
имеет номер „единица"), и каждому нечетному (четному! номеру со
поставим индекс тг*‘'л'=1 = 0). Последовательность, состав
ленную из пар аргументов, каждая из которых образована из сопос
тавления индекса '■и'л‘ с одним из сопоставимых А —аргументов 
функции Ф{ г'"'р(Л), назовем „массивом аргументов (•/л\ Над 
массивом •и'՛9, /г) определим функцию бД;' “ £՛, 6) следующим 
образом:

Г'1(Т *) =*

1, если при Л, соответствующем к1’՛" Л 1Гил' =
— 1; {2}

О, если при 6, соответствующем -'Г и' ։’=0.

Введем также функцию (/\(6), определив ее из равенства:

О?(6) = п п Л), (3)
I и-1

I где |Л., н ,| означает, что произведение берется по всем элементам 
множества и։',| —множества всех возможных сонета- 

1! нн|'1 нар аргументов и и—элементов из ։руппы

I
I Алгоритм для перечисления элементов |С-| (Алгоритм АС2).

1 Из множества п различных символов (Я. К, С,..., К) составить 
к внешнюю относительно процесса перечисления (*)/; - пос ледова- 
I тсльность (п=р).
2 . Последовательности, построенной в и. I, сопоставить послсдова- 

I тельность из р символов: 1, 2,..., р.
3 Выбрать из последовательности, построенной в и. 2, пару элемен- 
Г тов (I, р) и построить п —последовательность: 10... р.
4 . Пошагово (с каждым 6-ым шагом увеличению 6 соответствует 
I увеличение д на /, д, ], Ь —каркасе (’) переставлять элемент р с 
I остальными элементами последовательности 10.../? вплоть до 
I (п—2)-ого шага включительно.
I 5. Каждому 6-ому шагу и. 4 сопоставить соответствующую ему 
I пару элементов из внешней р —последовательности, построенной 
■ в п. I:
I (1. р)<*(А, А), (1. 3)~(Я, С). (1, 2)-» (Я, Д).
6. Аналогично и. 3 для нары (2, р).
7. Аналогично п. 4 для пар: (2, р), (2, р— 1).......... (2, 3).
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8. Аналогично п. 5 для пар: (2, />), (2, р— 1), ..(2. 3).
Процесс алгоритма продолжить аналогично пунктам: 3—5 и 6—8, 
вплоть до пары (р—1, р).
Алгоритм перечисления элементов \Рп| при распределении (Л; пх п2, ... 
.... п„) (Алгоритм АР„) (На рис. 1 описывается пример при распре

делении (4; 3, 1)).

о

-А -В-С—,
0-1 — 1

о
0-1

I 3

о
о

1
-НН-0

0—1 0-0
о

0—1 о-о
0-1 0—0 о

0-04

I 
4- 
о

1

о

— о-о— о 
о
*-0-0 — о 
о
— 0-0-0 

ом

-0--1 
■ 4--4

- О • -1

4—0-1 
<
-Г- о 
о 
ч—О

1 
0-1 — 

о

4— 0 — I 
о -04-1

<— 0 ֊ <

9
Рис 1. Перечисление элементов при распределении (4; 3, I) и перечисле

ние элементов |С,) на I, (], /, А —каркасах (Л — 1, 2, 3, 4)
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1. Распределить элементы п -последовательности по группам равно
числен пости (’5)

2. Используя алгоритм АС; н результат п. 1, составить все 
а—(С/, С/ • ) —последовательности.

‘г>
3. Расположить рядом Л(Л = ап4-1, т —число всех различных 

п — (С ՛, С • • ) —последовательностей) I, д. ь к —каркасов с 
‘и

(=1, 2........п в порядке возрастания индекса Л
4. На первой строке (/=1) первого (Л = I) I, д. ]. к —каркаса рас

положить п —последовательность, распределенную в соответствии 
с п. I; на первой строке второго Л д, ], А —каркаса 0=1, /1=2)— 
первую из п—(С , С- •) —последовательностей на первой 

11> “к
строке третьего /, дУ /, к —каркаса —вторую из п — (С •, С ՛ •)— 

последовательностей, ...
5. Используя алгоритм перечисления элементов |Р,։| (։), перечислить
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л1
пошагово — элементов, принимая в качестве первоначальных п 

£
перестановок (’) каждую из п —последовательностей, располо
женных на каждой первой строке ։, д. /, к - каркасов, построен
ных в п. 4.

6. В соответствии с каждым А-ым шагом п. о вычислять значения 

функции Ф։ ՛ (к) (1) для всех первоначальных п —перестановок.
7. В соответствии с каждым А-ым шагом вычислять значения функ

ции О1(тг'а'®, к) (2).
8. В соответствии с каждым А-ым шагом вычислять значения функ

ции (к) (3).
9. В соответствии с каждым А-ым значением функции С\(к) выбирать 

или отбрасывать перечисляемые из расположенной на первом 
Л <7, Л —каркасе первоначальной п—перестановки перестановки 
с повторениями.

Алгоритм перечисления элементов |С'"| (Алгоритм АС'՞)
I. Из множества т различных символов составить внешнюю относи

тельно процесса перечисления р —последовательность (р — п) : 
АВС... К и расположить р — последовательность на нулевой 
строке (/ = 0) первого по индексу А /՛. д, у, А —каркаса.

2. Из множества т единиц и п—т нулей построить п —последова
тельность. расположив в ней элементы по группам равночистен- 
ности (’•■"’), и расположить п —последовательность на первой стро
ке (/= I) первого по аргументу А /, д, /. к —каркаса.

3. Выбирая в качестве первоначальной п —перестановки последова
тельность, расположенную в соответствии с п. 2. перечислить все 
п —перестановки с повторениями, используя для этого ал

горитм АРп.
4. Каждой п —перестановке, осуществляемой на каждом А-ом шаге 

в процессе перечисления и. 3, взаимно-однозначно сопоставить 
соответствующую ей ш-ку символов из р —последовательности, 
выбирая для составления /п-кн все те и только те символы, кото
рым соответствуют единицы в А-ой п —перестановке.

Алгоритм перечисления элементов !А^| (Алгоритм А А")
1. Из множества п различных символов (А, В, С, .... Л՜) составить 

внешнюю относительно процесса перечисления р —последователь
ность (р = п). и расположить р —последовательность на нулевой 
строке (/=0) первого по индексу А /. д} ], к —каркаса.

2. Из множества т единиц и п—т нулей построить // — последователь
ность. расположив в ней элементы по группам равночисленностн. и 
расположить «—последовательность на первой строке (/ - 1) пер
вого по аргументу Л /, д. Р к—каркаса.

3. Используя алгоритм АС"՛ и результаты п. п. 1 и 2, перечислить 
все элементы [С"|.
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4. Расположить каждый из элементов [С՜^] па ||С^|| /, </, /', /г кар
касах.

5. Рассматривая каждый из элементов (С"'| в качестве первоначаль
ной т —перестановки, перечислить на каждом /, </, /, Л —карка
се п. 4 все элемента из соответствующих |Рт|, используя для 
этого алгоритм АРп при п=т.

Ереванский НИН .математических машин

Ա. 2. ԱԱԱՏՅԱՆ

S I.I] ш փ ո խ ո 11> |ո ւ G ն 1> г ի. qn ւ qn г q ո ։ pj ո ։ li ն Լ г |ւ և Equip UM jump iniGGLr|iտ
|ր|ւ։| Piuq՝-1»։ p |ու(յ(՚ւեւփ p ։|սւ г կ մ սւ G ա | qn г է p if fi L րփ du»u|ili

Ամեն մի ամբողջական յլ֊ի համար արվում են // - տ և ղա էի ո ի։ ո ւ թ յո լնն և րի , 
Ո֊ի‘1 111-ական էլեմենտներով զուգորդությունների էլ Ո~ից 111 -ական էլե
մենտներով տեղաբաշխոլթ յունների լրիվ բազմությունների թվ արկման ալգո
րիթմներ, 'էույր է տրվում, որ հատուկ տրամաբանական !ի ուն կ է) ի ան ե րի ոգ 
տւււգործման շնորհիվ, կարելի / սուգ այգ ալգորիթմների կ ա ոո ւ զ մ ուն մի 
մ իա սն ա կան մեթողէ
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