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МАТЕМАТИКА

Т. II Арутюнян

Асимптотическое распределение числа собственных значений 
системы дифференциальных уравнении в частных производных

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР Р. А. Александрином 3/Х1 1975)

Пусть I. — самосопряженное расширение в пространстве Н = 
= Аг(/?։;С4) симметрического дифференциального выражения, задан
ного равенством

1и = 12 7 — + РМ ! “ = + <?(•։)“ О)
Ь , М Ох,/ I

в пространстве Но = С“(А?3, С4). Здесь мы обозначили

(
Պ(*)\

I’ Л = 

«<(*> /

= (х։.х։х3,) £ R3

/>(д) и <;(х)—вещественнозначные функции, а։,.... а։-матрицы Дирака 
(’), которые, как известно, удовлетворяют условиям (я; — матрицы 
4-го порядка) 
а) «уау = — ։=#=/' (анти коммутируемость)
в) я-= £,/ = 1......... 5; Е — единичная матрица
с) я’ = яу, (эрмитовость).

Уравнение £/< = >.« в релятивистской квантовой механике назы
вается системой Дирака и описывает движение частицы в поле с 
потенциалом (?(х). Вид потенциала <2(х) =/Ч*)’* + <7(ХК диктуется 
требованием самосопряженности и антикоммутируемости матрицы (?(х) 
с матрицами я։, а это требование исходит из связи между им
пульсом и энергией в релятивистской квантовой механике (см. (’)), 
Заметим, что выбранный нами вид (?(х) есть наиболее общий вид 
самосопряженной матрицы, которая антикоммутирует с я։, я։ и я3 
(проверяется непосредственно).
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Цель работы указать достаточные условия дискретности спек 
тра оператора L и найти асимптотику числа собственных значений 
\'(>) (см. ниже) при X ֊ t ею. Главным нашим орудием в исследовании 

обеих задач будет матрица-функция Грина оператора L.
Матрицу-функцию Грина G(x,;,Z) оператора L будем искать ме

тодом «параметрикс“, т. е. сначала найдем явный нид функции Грина 
Ато(А'-՝./) оператора Zo с „замороженными" коэффициентами (см. ниже 
(3)). а <атем докажем, что решение интегрального уравнения

G(xM = g0(xJ,X) +-(G(x,V) IQCO (2)

есть функция Грина оператора С.
Итак, пусть £0(х, 5, /) есть функция Грина оператора

£„=£։ + с?(5, = 2 «у/'— —)+<?(Ч. ИЯ.-
Л1 \ I дХ;/

(3)

По определению #0(х, ;,/) удовлетворяет условиям

а) (£0֊Х£)Я0(х, 5, Х) = 8(х-5); (4)
б) элементы ^//(х, 5, X), (Л / = 1, 2, 3, 4) матрицы £0(х, 5, X) 

принадлежат Л2(/?։) по х.

(5)

где х($) = х($, )) = |^) + <7։(5)->-։)։'2.

В дальнейшем нам понадобятся оценки норм Гильберта —Шмидта
матрицы #0(х, /) и ее производных по X при Х = /р. Используя вил
(.5), получаем оценки

Используя преобразование Фурье, из уравнения (4) получим яв
ный вид матрицы-функции £0(х, 5, X)

^о(А. '>= 7՜
4՜

S|+l) 
|х֊Ф

II Koi'*, С, / ) р ‘
Се-(|-йно|х-Е1 

к5 * 7 * *!* — Яо( X, «. х ) 
б*/.

дп
— g0( 5, X )
д>п k֊5|x"֊’(0 ’

при n 2

(G)

где й—произвольно малое положительное число, С 0 (за
метим. что в течение всей работы мы одним и тем же С будем обоз
начать разные постоянные). Кроме этого нам понадобятся также оцен
ки (при Х=/р) ядер

К„(х, /) = |Q(£) -Q(x)) ;. <).
d)n

Наложим на Q(x) р(х)а4-|-^(х)'։г следующие условия

1) II IQ(£)-Q(x)|Q֊«(H II <Л|х $|, при |х-е|^1, где Д>0, 0<а<2
(7)
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2) IIQ(OII«e||Q(x)||, при |x-S|.<i, S>o (8>

3) ||<2(х)|КЛехр|с։,|х-=Ю։(-)+<?։(0|. при |х-е|>1, Л'>0. (9) 

0<с„<1.

Оценивая при этих условиях ядра Кп(х, ?. к), получаем оценки

X
0<Л<1.

х‘ W֊ei ’
Се-6л‘<*>1-* «I

с|
0<*։<1. |х֊Ч<1 (10)

л — 0<Л<1. |Х-В|«£1, п>2

х'+"(&)
|х-5|>1, « = 0,1,2,... (11)

где г —произвольное натуральное число. Кроме этих оценок можно 
получить и следующие:

!| А'П(Х, ;, > ) || =5=

с
х"+а(£) 
с

XZ + n + J

е-т1*-Ц
• -------—. |л'-£|«=1, 0<7<1, а=а֊Ь 1-н

|х-$|а

е-т1х-«1։ |х-:|>1, л = 0, 1, 2, . . . (12)

За счет выбора достаточно малого в можно считать, что а<3. Ис
пользуя оценки (12) легко можно доказать теорему

Теорема 1. Обозначим через X банахово пространство мат
ричных функций Д(х, 5), х, ; с нормой

|| О(л՜, ;, /) || ,

5

II /4(х, I) II х = sup j II Д(х, 5) || dx,
•€Rt R*

где || • || —норма Гильберта— Шмидта Рассмотрим в пространст
ве X операторы Nj, определяемые равенствами

NjA(x, ;)= f Л(х, ;, AQf/’j, /=0, 1. 2, . . .
R

Если ядра К; удовлетворяют оценкам (12), то при достаточно 
больших р операторы Х}- являются сжимающими в пространстве 
X.

Используя оценки (6), (К)) —(12) можно показать, что при боль
ших |).|, > =/р, интегральное уравнение (2) может быть решено мето
дом итераций и что решение О(х, ;, )) можно оценить следующим 
образом (см., например, работу II. С. Саргсяна (2)

........ Се очб|л--| Се
11 йо(л’ '* 11 к-"‘+ х՛—(0|А-֊=|»+ ХГ({> ■

где 0<Д ^о<1.֊
Поскольку уравнение (2) можно записать в виде



О(Х, I, >֊)=^(х, А) 4- Ц6(х, в, >•), 

а #0(х, а)£А' при X—ф, го из сжимаемости оператора *У0 следует
единственность решения уравнения (2).

Лемма 1. Решение интегральною уравнения (2) есть функ
ция Грина оператора I., т. е. (С—1Е)6(х, 5, ).) — ь(х—Е).

Доказательство леммы легко следует из того, что (1^—кЕ^0 = 
=6(д-—«) и единственности решения уравнения (2).

Чтобы спектр оператора Л был дискретен, достаточно чтобы не
которая степень резольвенты /?, - (Л -1.Е)՜1 оператора Л была впол
не непрерывным оператором, а так как 

• \
/?»/(х)=(Л-х£)-»/(л)=-Д— С-^-1 о(л, ։, м/(Е)<«, 

(п —1)1 ,1 д/п~'
*3

то достаточно чтобы производная некоторой степени по л ядра 
О(х, с, а) была бы ядром Гильберта Шмидта. Дифференцируя урав
нение (2) по а и решая после каждого дифференцирования получен
ные уравнения методом итераций (что возможно вследствие оценок 
(10)—(12), получаем оценки (при п 2)

дп
дкц

<г(л\ с. А)
О'1
фа £о(л՝ с’

х"
Се~0"1՝ । 

х'+л(5)

(13)

Теорема 2. Если матрица (^(х) удовлетворяет условиям 
1—3, а также условию

4) /^(А')4-<7*(х)>фс|։, < >0, ъ—произвольное положительное чис
ло, то спектр оператора Л дискретен.

Доказательство. Используя (13) и (6) получаем

"Т* I

Выберем п. настолько большим, чтобы --------е>3. Тогда последний
—*

. дпинтеграл в (14) сходится, а это значит, что -----0(х, с, /) есть ядро
дьп

Гильберта—Шмидта, что и требовалось доказать.
Лемма 2. Если ()(х) удовлетворяет условиям 1—3, а также 

условию

4’. 44<Р2(-*) + ^)<С|х|', 0<с<С, е>0 

то при достаточно больших нечетных п и А=/р, р -оо 

г дп р дп
| «р — О(л, х, Х)</х ~ вр֊—-£0(х, х, '/.)дх.

я. /г;

Асимптотика /У(а).

(15)

(16)
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Обозначим через а±1, /±2, . . / ,։. . . . собственные значения
оператора Л, а через Л7+(/) = 1 и Л/֊(Х)= 1 соответственно

О <хл <>. х<х_я<о
число собственных значений, меньших и больших /<0. Из об
щей теории самосопряженных операторов следует, что если оператор 
имеет чисто дискретный спектр, то

)
л = 0, 1,2,... (17)

R.

где, в нашем случае, г=/ц-, а

МО- М-СО, >->0
֊^-(0, /<0.

Далее мы будем предполагать, что

фф</>»(х) 4֊ <?2(х) <С|х|«, 

|де ։>6. 0<У<С. Заметим также, что используя 
£о(х, О получим выражение для следа

։р ^(х, х, >.) = А ■■ ..
' Л։ - [/>*(*)+?*(х)->Тя

Л е м м а 3. Положим при / >0

(13)

вид матрицы

(19)

ф(О | {'•’֊ (2(1)

м •>(—/)=—։|»(л). Тогда при 2 — 1^ имеет место равенство

(21)

Из леммы 3. леммы 2 и равенства (17) при « = 3 теперь следуем

(22)

при г==/'|1, ц-*оо.
Теорема 3. Если матрица р(х) удовлетворяет условиям 

1—3 и условию (18) и. если существуют постоянные Л1>0, /?>(), 
3<7<4, такие, что при |ч|>|а*|>/?

(23)

то /У(л)՝- — •!*(/.) при /■ - I ск>, т. е. 
2к



I >-* р\х)—д2
з|։

(л)) dx.dx.dX3,

Доказательство теоремы непосредственно следует из двусторон
ней тауберовой теоремы, доказанной Я. Т. Султанаевым (3). Условия, 
при которых ՛]>()) удовлетворяет отношению (23), аналогичны тем, 
которые рассмотрены в замечании к работе (*).

Если Аг есть произвольное четное число, которое, очевидно, 
можно записать в виде .\г—'2^г. где г—нечетно, то среди всех мат
риц порядка /V, максимальное число таких, которые удовлетворяют 
условиям а), б), с) (см. введение) равно 2<?֊Н (см. (*)). Рассмотрим 
самосопряженный оператор

2 /1 д \ 2«+*Л = 2 а/(~ Т—) + 2 а/М*) = £х +Р(-*) (24)
7—1 \

в пространстве вектор-функцнй £’(/?3; С.у). Повторяя все рассужде
ния. проведенные выше для системы 4-х уравнений (системы Дирака), 
для системы (24) из /V уравнений (А^=2?г) совершенно аналогично 
получаем теорему о асимптотике дискретного спектра оператора /

Теорема 4. Если потенциал Р(л) удовлетворяет условиям

1) II |Р(5)֊РМ1М':) II НН. при |х-$|<1, Д>0, 0«2

2) || Р(с) || || Р(х) || , при |л-5|<1, Д>(!

3) И Р(х) Ц <А'ехр [ г0|х-:|1/ 1, при |х-с|>1, /С>0,
I г 7^4 ’ I

0<с0< 1

4) фф< ||Р(л)||«<СИ’, ։>6, 0<с<С, 

и функция

֊ ( ( ['’-£/’’(*) dx.dx.dx,, Х>0, ’Х-Х) = —]•(/■)
2«+։ У 4

Т-< ’

удовлетворяет условиям (23) теоремы (3.1), то имеет место асимпто
тическая формула

МД ~?(>)

при а— ±ео.
В заключение автор выражает глубокую признательность А. Г 

Костюченко за обсуждения и помощь в работе. Автор признателен 
также И. С. Саргсяну.
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