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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Тоноян, Л. Ф. Минасян

Несимметричная контактная задача для полуплоскости с 
вертикальным конечным разрезом

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Б Л Абрамяном 9/1Х 1975)

Исследованию плоской смешанной задачи теории упругости для 
। плоскости и полуплоскости с разрезом посвящено много работ, о кото­
рых подробно изложено в обзорном докладе II Снеддона ('). Симмет­
ричные контактные и смешанные задачи для полуплоскости с верти­
кальными конечными и бесконечными разрезами рассматривались в 
работах (*-’) и др.

В настоящей статье рассматривается контактная задача плоской 
теории упругости для изотропной полуплоскости, ослабленной прямоли­
нейным разрезом, выходящим на границу полуплоскости перпендику­
лярно к ней. На участке (— а2, щ) границы полуплоскости приложен 
жесткий штамп с произвольным основанием, расположенный не сим 
метрично относительно разреза. После решения задачи при принятых 
допущениях устраняются особенности напряжений и получаются уран 
пения определяющие глубины разреза п зоны контакта

Рассмотрим плоскую несимметричную тадачу для упругой изотроп­
ной полуплоскости, разрезанной вдоль вертикальной оси, начиная от 
горизонтальной границы, на конечную длину а. На участке (—а2. в|) 
границы полуплоскости приложен жесткий штамп с основанием пронз 
вольной формы, расположенный несимметрично относительно осн раз­
реза Предполагается, что трение между штампом и полуплоскостью 
отсутствует. Для простоты принимается также, что граница полуплос 
кости вне штампа и разрез свободен от внешних усилии На вертикаль­
ной осн вне разреза заданы условия полного контакта (рис. I). Постав- 
ленная задача сводится к определению одной бигармоничсскои фун • 
пни Полагаем, что эта функция в области правого квадранта нрмннмаез 
значение Ф։(х; у), а в области левого квадранта Ф։(х: у).

Ищем функции Ф/(х; у) (/=1. ֊’) п виде
*с л

Ф։(Х,у) = рЛ,(а)+«хД։(а)|^ "-соя(ау)^ + |С։(?)4֊

2Н9



4 ЗуП1(?)|е֊*У81п(?х)^. (||

О л* чо; О < у ои

1՝ гф։(Л;у) = |Л.(>)—алД,(а)|^-’сси(ауИа+ | ЗД 4-&•/>,(?)]<• •’’'81п(3л)(/- 
О (I

— «ох<0 0 у < ею

Здесь ЛДа), 5,(а), <Л(?). ^Л(?). (( = 1, 2) неизвестные функции, под 
лежащие определении» из граничных условии и условий контакта.

Напряжении и перемещения выражаются через функцию напр». 
женнП ФДх; у) (<=!, 2) по известным соотношениям (•)

Рис. 1

Граничные условия и условия 
имеют вид:

контакта рассматриваемой задачи

0) = /,(х) 0<л'^п1

ау’(-«,0)=>0 л։<х<оо

Ч’Дх;О)=о о<л<00 
0^(0; у) = 0 0<у<а

^(0,у) = 0 0<у<а

5;։’(0;у) = ^)(0, у)

Л<У<пэ

'^(0, у) = ^(0, у)

Удовлетворяя условиям (2), (3)

т'Дх. 0) =/։(х) —я։^Х<0

а<2>(х;0) = 0 — оо<х<—а, (2)

^(Х;0) = 0 -оо<х<0 
=;,)(о.у) = о о<у<«

Ч։;(0;у) = 0 0<у<а

м։(0;у) = "ДО: у)

^'1(0, у) = -о,(0; у)

и (4), получаем:

(3)

а^у<^ло (4)

С։(?) = /9Д?): С։(?) = Л։(р); Л։(а) = д,(а) (5)

«1(»)=2А(«) - А С_±—
ка 3 (з«+^)«

О

'4>
ь±с_л_

(6)
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р/>1(?)’1п(М^ = у/։(л) (1<х<«։ 

и

СрОД)51л(М^“1
У О

|>ад)81п(м^-֊/։(^)

(I

(7)

2Д։(а)4-։.гЛ։(։)|е **</։ Д։<х<<х,

(Я)

Р’Щ₽)81п({1л)Й?= (։։‘|Д։(«)—2Л։(։)—7Х^։(։)|г </7 —ео<х< </, 

о о

а։Л,(а)С05(яу)</я = 0 0<у<я
V и 
г 1 ? 1 7

( аЛ։(я)С08(ау)^а = — ( 8։уе-*у£)։(3)УЗ • — I 
2 .) 2 .

й 0 1»

(9)

а

/М*)1$1п(«у)^ = ?*уг 0<у<а

и о
х

Чл»(а)—Я։(*)|$1п(ау)</։ =

(Ю)

<1 о и

8|п *1- £>,(8)</5 -
(«■+?■)■

[ 8!П.(а^; ֊ «<у<

О О
Используя результаты работ (3-9), из (7), (8) и (9) для 

0։(₽); О։(?) и Л։(а) получаем
функции

"I

?О։(₽)= [Ч(ПЛ(?О

о
Л.

?о։(3) = -Г-1
и

00

<>|

_АГ^(т)У0(^)^.
1Г J

Л»

(И)

(12)

а Л, (а) (13)

а

Ч'։(/) ֊— " <И2
(11)

•X д>
(15)

ии 0
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И Е 1*л'/а( х)(!х 
ей 7] /т» л»

00 О?։ »
рМДа)Л0(а-)£/з 2-^ ։։Я։(а)Л'0(<»г)Л+^| а։Д։(в)Л'։(«)(Й, (П1 

о О О

?։(Н = ^3»гЛ։(У) рЛ0(?г))р^։(?)</3 | |,(^։гЛ1(?г)-'М0(?г))р/'Л(3)^>

Ои

(1«|;
А',(а/) —функция Макдональда;
/,(3/1 —функция Бесселя первого рола с действительным аргументом

Для решения .парного* интегрального уравнения (10), умножа։ 
первое из (10) на у(г։—у։)~’-7/у, проинтегрируем по у от 0 до г 
Умножая второе из (10) на (у* г*) ’^у. проинтегрируем по у 01 
г ю бесконечности, потом дифференцируя по г, получаем:

/»
( а|А(в)-В,(։)|«г./։(«г)Л = г?(г). 0<г<а

0 ' ։ Ч Г ' г |, - . . ; | < |

(19) 
аг ■
| ։ |Д։(а)-£։(а)| яг7։(аг)£Й =— гш(г), «<г<оо

(1

где ?(г) = РМИ- /։(И+И0(^)-₽г/,0(Н1₽^։(₽)^ 
и

(20)

о

Л(рг)) (^/о(м-?г£0(м-4-)I л»-

(Л,(?г)4-֊ /։(рг))+(?г/0(Рг)-рг£0(рг)- -) /Л(Ю^- (21)

/Да) -функции Струве (10).
Используя формулу обращения для преобразования Хенкеля и 

значения известных интегралов (10), из (19) получаем:

м т
’|Л։(а) - Д։(а)1«“( г?(г)/։(аг)^г4-— I/ш(г)7, (аг) Дг

1 к 1
0 а

Учитывая (13) из (22) имеем:

(22)
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Гф(г)У։(-»Г)£/г—— /и։(г)/։(ог)(/г. (23)
а II *а

йодставлян значения аАк(а), гВ^я) по формулам (13). (23) в (6), по­
лучаем:

п а “
։5|(а)=^ Г?,(г)У0(1Г)|/г г ^г(/-)Л(^)^г —/м(г)/։ (аг)с/г — 

во а

О

(24)
11

Подставляя значения функций ։Д։(։), <ыУ։(’). а#։(«) по формулам (13), 
(23), (24), в (15) и (17), и учитывая формулы (11) и (12) для опре­
деления /'։(0 и ?',(••) получаем систему интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода:

А։(г) = 2Дг) 4֊
X

(‘/<։(г;Г)Г։(/)с// Х.(^)Г։(-)^,
«։ О.

(25)

Г1(г) = 2,(г) + |л',(г: 0^(0^ + 
в| ։1

< 1в. *
(։г) <Ь [«>,(?, г)/о( - |></ф։2։Л'1(«г)-

0*} '՝ ‘а ’<•
<*.

2аг^(аг))4(аП^ г)Л(.3/)4>1
и (I а

— 9-. — ^г</г ^(а։2։Л։(о?) — 

л о

2։£Л0(»2))./։(»г)։/։^։(?/1Л^'^<1՛
О
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ո
XX ®

— j rdr \ (a։z։A։(az)-2azA'0(։z))7|(։/'Wa | 

о
ОС

a Ս

О

уА'։(2-)) (։։ZaA'։(«Z) 2azA'0(az) da

-/*) z(z« —г*) dr

а

։։Z=A։'3Z) 2azK0(az) Jt(ar)da >”։(-l; r)J0($l)d?—
О

a

7j/,A'։(։z) 2azKn(az) Jl(’>'’)da
О
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а п

a’z’tfjiz) 2згА0(зг K(M)4WM ֊ 
о

* K,w
w

a’z’A'Jaz) 2az/C0(։z) (Ь,
II

2 = -z 2'
2
— dr

а

aWK^z) -2izK0(*z) Ji(9r)di\»>,(^, r)Jofa)d$

<1а

a։2։A'։(az) — 2։zAn(։z) di.

Систему (25) можно решить методом последовательных прибли­
жений, так как доказывается, что

Г|^(г;Г)|</г + Г|А,(гл)|^< I, 
О о
*A։(z;O|«/z4 Г|Л4(г:1,

О О

а функции (г) и ։2։(г) ограничены сверху и стремятся к нулю, 
когда 2-*-оо. Решая систему (25), получаем выражение функции Г։(<) 
и А։(-). Далее но формулам (II), (12), (13), (23) и (21) последова­
тельно можно определить все искомые функции.
Напряжения и перемещения по известным формулам определены в 
любой точке полуплоскости.

Нормальные напряжения я<’’(х,0). 0) под штампом (у = 0),
выраженные через функцию и 7-։(') определяются по формулам:

’1։(а։) 4- F^ax)

з7(х,о)
2 X
п п։/а? — х*

+ ^(Х),

’Г։(<Ц) + Н'э(х).

(26)

(27)

где Wj(x) (J — I, 2) — регулярные функции.
Нормальные перемещения пне штампа (у = 0), выраженные че­

рез функцию А։(() и Ft(~), определяются по формулам:

<1| 

о

FL(f)dt а (28)
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<’■(-<.(•) =
4 Рад?» . ճ Г 

(I <Կ

I (апряження «’ЩО, У) = 3 х) вне разреза на линии ( л- = (и • 
выраженные через функции Л\(/) и /<.(•) определяются по формула^]

Հ"'"- у) = ,.»((>. у ) -1 ՝Ъ(И^Г 
-г — ֊ а

9

а

У9

Формулы (26) — (29) определяют напряжения 
данных величин контакта и разреза а.а^а^. 
Если эти величии не заданы то их можно 
непрерывности нормальных напряжении (п), 
цендентнымн уравнениями

и пермещение для за-

определить из условия
что выражается транс-

О. ?1(“) = О

Институт механики
Академии наук Армянской ССР 
Ереванский политехнический институт 
имени К. Маркса

Վ. II. ՏՈՆՈՅԱՆ. 2. >. ՄԻՆԱՍ5ԱՆ

11։I] 1|и।ձի<| է|երքաւ|օր երկարության 6եւ|քո։| կիսանւսրթության 
ոյ նամա^ափ կոնտակտային խնղիրթ

'А/г1/гш/г//։/гн մ Լ Հորիզոնական եզրից սկսած ո/դզածիդ վերջավ որ եր- 
կտրուք! յան :»եդը ոլնեցոզ ա ոածզա կան , իզոտրոսլ կի и ա *» ա րքէուք! յան ոչ 

• ամաչա/ի կոնտակտային խնդիրը: Կիսահտրք1ու/!յան եզրին ճնշում Լ, ճեզրի
առանցքի նկաս/մամր ոչ Համաչափ դասավորված» կամայական հիմրով 
կոշսւ դրոշմը/ Ենք1 ազրվում (, որ շփումը դրոշմի և կի и ահ ա րքէ ութ յան միչքէ 
րադակայում Պարզության համար ընդունված Լ, որ կիսահա յք^ոլ^ յան 
եզրր դրոշմիդ դուրս ադասէ / յար ո էմն ե րիդ, ինչսչես նաե ճեդրի եդրԼրում 
/արումներր րարյակայում ենւ ^^դ^իս դուրս ուզցածիդ ուդզութ յամ ր տվտծ 
են կոնտ ակտի ւդա յմաններր

հ/նդրի լուծումը րերվոլմ Լ չորս, ոդույզս ինտեդրալ հավասարոլմներից
րազկէսդած սիստեմի լուծման, որոնց լուծումը հ անդում Լ Ֆրեզհոլմի 
երկրորդ սեոի երկու ինտեգրալ Հավասարումներից րազկացած սիստեմի 
յուծմ տնը»

'/.երշին հավասարումների սիստեմը կարելի Լ լուծել հաջորդական 
մ/1 ա տվէրրու քք յոէ նն երի ե զ տն ա կ ո վէ

ետացված են նաև կոնսէա/յսւի ե ճեդրի չաւիերը որս շոգ տրանսցեն»
զենտ հավա սարումներ/
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