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К теории колебаний и устойчивости проводящих пластин 
в продольном магнитном поле

(Представлено академиком ЛИ .Армянской ССР С А Амбарцумяном 4/Х II 1975)

На основе гипотезы магнитоупругости гонких тел. предложением 
в работах (•♦’), рассматриваются задачи колебании и устойчивости 
проводящих пластин в магнитном поле, вектор напряженности которого 
параллелен к срединной плоскости пластинки. Определяются критиче­
ское значение напряженности магнитного поля и частоты колебания 
пластинки. Исследуется влияние проводимости материала пластинки и 
напряженности заданного магнитного поля на характеристики упругих 
колебаний

1. Пусть упругая изотропная пластинка постоянной толщины 2// 
отнесена к декартовой системе координат х, у, г так. что срединная 
плоскость недеформированной пластинки совпадает с координатной 
плоскостью ху.

Пластинка, изготовленная из материала с конечной постоянной 
электропроводностью о, находится в заданном постоянном магнитном 

поле В0(В^ В^ 0).
Принимаются следующие предположения:
I) гипотеза магннтоупругостн тонких тел (|;)> согласно которой 

а) нормальный к срединной плоское!и прямолинейный элемент плас­
тинки после деформации остается прямолинейным, нормальным к де­
формированной срединной поверхности пластинки, и сохраняет свою 
члину; б) тангенциальные компоненты вектора напряженности возбуж­
даемого электрического поля и нормальная компонента вектора напря­
женности возбуждаемого магнитного ноля но толщине пластинки оста­
ются неизменными;

2) для внешней области (для всей области вне тела пластинки) 
считаются справедливыми уравнения Максвелла для вакуума;

3) влияния токов смещения на характеристики упругих колебании 
пластинки пренсбрегаются;
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П упругие перемещения и электромагнитные возмущения настол՛,. 
чо малы, что можно пользоваться линейными уравнениями.

Согласно гипотезе магинтоупругости тонких тел (|?)

мх=-г
ды 
дх

ди՝ 
Цу,= ֊г-—, 

ду
и1-и՝(х, у, I).

ех = V. О. еу=И*. У, О, Аг=/(х. у. /). (1.11
Здесь (ил, «у, и.) перемещения произвольной точки пластинки 

в, 1/—искомые тангенциальные компоненты индуцированного в плас­

тинке электрического поля е(вх, е2)- /—искомая нормальная 

компонента индуцированного в пластинке магнитного ноля й(йх, йу.йг) 
а»—прогиб пластинки.

Используя гипотезы (1.1) так, как это делается в работах (։ ’), 
получаем следующую систему дифференциальных уравнений относи­
тельно функций то, ©, ф, /: .

ду у б/ _ дя 
дх с д1 ду

д/ 4~а / 50| й+ — й՜
дх с \ г^ с д1 / 2й

д/ ди)\ й+ — й 02 __ 1 = У У
с д( / 2Л

ОЬ*и՝ М — = — 
' д/* с

2гЛ։
дх

2аЙ>
Зс։ д(

д*и՝ 
ду2

֊ 2^01^
дхду

2А(у 1)1
4 -у2 I О', + 2»„ЛЯ

V л
(Рю 

дхду

+ в‘‘;? | + М՜1 Й01(ЛГ - *7) + л"(А*-А՜ ’1 - -

дхду пду1

-^-(лг-й^) -^-(л^֊л֊) = 
дх ' ду

(1-2)

Здесь -V՞—усилия, характеризующие начальное невозмущенное 
состояние пластинки, которые появляются вследствие намагничивания 
тела. Они будут определяться из следующих уравнений равновесия 
невозмущенного состояния и граничных условий на поверхности 
пластинки:
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и

-и
л,=у. Х| = г) (1.3)

^О1^оЛ------- у
) 7Т *2

^ = |‘-*во

4 л
и ?"= г

//—единичный вектор внешней нормали к недеформированиой поверх­

ности пластинки. а«-тензор напряжений начального состояния.
В уравнениях (1.2), как обычно, А—двумерный оператор Лап­

ласа, О=2£'А։/3(1—*’)—цилиндрическая жесткость, £—модуль упру­
гости, •՛֊ коэффициент Пуассона, р- плотность, ц магнитная прони­
цаемость материала пластинки. Индексами плюс и минус отмечены 
значения соответствующих величии при з—А и г= А.

Для определения перемещений и электромагнитного поля в 
пластинке, как видно из (1.2), необходимо иметь значения компонент 
индуцированного электромагнитного поля Аг, Ау и е. на поверхностях 
2=ч:А. Поэтому уравнения (1.2) необходимо рассматривать совмест­
но с уравнениями Максвелла для внешней среды

го! А<г> = 0, (]|У А(г>=0. (1.4)

Здесь и в дальнейшем индекс «е» обозначает принадлежность к 
внешней области.

К системам (1.2) —(1.4) необходимо присоединить условия закреп­
ления краев пластинки и условия для компонент электромагнитного 
поля на поверхности пластинки, а также условия затухания электро­
магнитных возмущении на бесконечности.

На основе приведенных уравнений и указанных выше условии рас­
смотрим конкретные задачи.

2. Пластинка—полоса шириной а находится в магнитном поле, 
вектор напряженности которого параллелен осн оу. Пластинка шарнир 
но оперта по двум длинным сторонам |л-о, л=«) и настолько длинная, 
что реализуется цилиндрическая форма колебаний а/=՝а|(х,/). Магнит­
ные и диэлектрические проницаемости материала пластинки считаются 
равными единице.

Из условий задачи следует, что ^у=Лх = Ах = О во всем прост­
ранстве. В этом случае система уравнении (1.2) принимает вид.

(2.1)
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-.fHw t . dfiw 2 Аз .. / //OT 
o— v2p,։^r = —/z«(? — 

dx* dt2 c \ c
dw\ 2э/Р , o’* / Hn riw\ 
dt / 3c dx*\ c dl /

Используя условии равенства нулю нормальной составляющей 
плотности тока на поверхностях г=±й, получаем (*)

е. = А//Го **
С

Тогда из первых двух уравнений системы (2.1) имеем

Л+֊Л7-0,
с

дш 
dt

(2.2)

Подставляя (2.2) в (2.1), замечаем, что все члены, учитывающие 
влияние магнитного поля, исчезают. Следовательно, в данной задаче 
магнитное поле, в пределах справедливости гипотез магнитно-упругосш 
тонких тел. не оказывает влияния на характер упругих колебаний пла 
стннкн. 7

3. Рассмотрим магнитоунругне колебания пластинки-полосы ши­
риной 2а (—а, —<хх^у<^оо). помещенной в магнитном поле с 
вектором напряженности, параллельным осн ох. Предполагается, что 
пластинка, длинные стороны которой контактируют с неподвижной 
идеально проводящей диафрагмой, испытывает цилиндрический изгиб.

В этом случае е, = е,=Лу = 0 во всем пространстве, а для /г՛,’ 
в области |г| Л имеем следующее выражение (։):

й</>= НСА, х£|-а, п|
dx

О , |г|<л, х£|-а, «I

Тогда из (1.2) и (3.1) для определения в полуплоскостях 
получим следующие внешние задачи Дирихле:

ДА<'> = о
а

(3.1)

к|>л

_ |р/(А ()-(!*-1)вй'^'.
•• Ы-хЛ~ ох

I о

Решение задач (3.2) имеет вид

|—а, и]

х £ |-а. л| (3.2)

Л‘и =
1 CU ; й)|||/(:, /)- (р- |)S«'»W.(«, 01
- .) (X-;)» г (Z-Л)*

—а

(З.з)

Подставляя (3.3) в у равнение <llv Л = 0 и переходя к пределу, 
когда z ' ±h. найдем

h. - fi-
а

2 г

- tl

1)^'
dw dz
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где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши
Анализ магннтоупругнх колебании рассматриваемой пластинки 

после подстановки (3.4) и (1.2) сводится к исследованию следующей 
системы интсгро-дифферснин^ьных уравнений с ядром Коши:

дх

■ 121 
дх с

а

с д(

— о
I* <9; х-Г

дх* дС с V с д1 ) (3.5)

/Нр-1) д.
4к|1* 1,1 дх1 2рг* 1‘/~

Р-1
I*

А “о։ ~

с обычными условиями закрепления краев пластинки и условиями 

ф=0 при х—±а (3.6)

В качестве первого примера рассмотрим случай бесконечной
пластинки. Представим решение системы (3.5) в виде

£х) и> = ՝^ое‘"*' (3.7)

где ш—частота колебаний, к =-[>•, >■—длина полуволны.
Подставляя (3.7) в (3.5) и учитывая, что областью интегрирова­

ния является (—оо, оо), получим однородную систему алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов |0, /0. »0- Приравнивая нулю 
определитель этой системы, приходим к характеристическому уравне­
нию для определения частоты колебания

9оа» 4- ;т2« 4- э0( 1 + + ?(1 - Но) = о, (3.8)

где
_ 4՜3 А _ ((*4-^)^ _ 1 Л I/։ _ _2

’° ~ ёу’ рму» ’ ’ — 7»՜' 0 “ л» ’

ь /ш „ _М' 4-**)
у = 2՜; 1։ н

р—I V} I -Р 14-^ 1’л
։‘0= *2и ТУ 14' 2 р4-*л 1-7

(3.9)

Согласно теореме Гурвица, из уравнения (3.8) условиями устойчи­

вости пластинки будут

|‘о 4-|1։։?>°՛ 1-Ро 0. (З.Ю)
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Из (З.ЬЛ видно. что если |1<Ч (материал пластинки являете 
днамагнитом), то оба условия Гурвица выполняются при любом зна­
чении непряженностн заданного магнитного поля. Следовательно, при 
Ь<1 невозмущенное состояние пластинки всегда устойчиво по отно- 
шенню к малым возмущениям. Если же (в материале пластин, 
ки преобладающим является парамагнитный эффект), то первое у< 
ловие (3.10) выполняется при любом значении /?0։, а второе—при

1. Из этого условия определяем критическое значение налря 
жени ости магнитного поля, которое, согласно (3.9), имеет величину

, р+М £(ЛЛ«)
“ Т-177 Т77, (3111

Вопросы исследования зависимости частоты колебания от напря­
женности магнитного поля и от проводимости материала пластинки 
при н<1. а также при р > I и /?01<Я0< отложим до следующего 
примера, где будет рассмотрена аналогичная задача для конечной 
пластинки. Дело в том, что подобное исследование по уравнению 
(3.8) нецелесообразно, ввиду неизвестности волнового числа А. От­
метим только, что для идеально проводящей пластинки (з -сю) из
(3.8) следует, что затухающее влияние магнитного поля исчезает 
(1?е'2=0) и частота упругих колебаний пластинки определяется по
формуле

I 2
1т <2 =

14-ЛЛ У-

7л՜ й? (3.121

Формула (3.12) подтверждает известный факт, что наличие про­
дольного магнитного поля приводит к увеличению частоты упругих 
колебаний.

Переходим к определению частоты колебания и коэффициента 
затухания в случае пластинки-полосы (—«<х а, ^о<у</ю) до по­
терн устойчивости (Л0։</?0*). Имея в виду, что магнитная проницае­
мость р обычно близка к единице, при рассмотрении указанных за­
дач будем принимать р=1 Тогда задача магнитоупругнх колебаний 
пластинки, в силу (3.5) и (3.6) и несложных преобразований, сводит­
ся к решению системы уравнений

&'■> _ 4~а О I , /Уп։ 1 Г дф (1\
Ох* с9 дt \ ՛ ~ дГ) ֊7՜ } Я х—; '

— А

^'+2М^ +
дх* др с

с обычными условиями закрепления краем пластинки и

^=0 при х — а.

(3.13)

условиями

(3-И)
Как показывает точное решение рассматриваемой задачи в слу­

чае бесконечной пластинки ((3.8) и (3.9) при н — 1). член в
первом уравнении системы (3.13) имеет порядок И/а по сравнению с 
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последним членом этого уравнения. Поэтому, оставаясь и пределах 
точности теории гонких пластинок, и дальнейшем им будем пренебрс- 
гать. Тогда из первого уравнения системы (3.13) путем применения 
формулы обращения интеграла типа Коши, с учетом условий (3.14), 
определяем функцию р(х, /).

Подставляя найденное ф(л, /) во второе уравнение системы 
(3.13), задачу колебания рассматриваемой пластинки в продольном 
магнитном поле приводим к решению сингулярного интегро-днффе* 
реианального уравнения

О 
а‘

2зй+М + ?2* щ 
Ох* 01* <։

Оа.' 
дГ

(3.15)
с обычными краевыми условиями для ю(х. /), Например, в случае 
защемленных кромок

Он՛ —
и> = — =0 при х=И.

Ох
(3.16)

Представляя искомый прогиб пластинки в виде

Их. 0 = -/<1'(Ь.т21։

удовлетворим граничным условиям (3.16), а из уравнения (3.15) ме 
тодом Бубнова—Галеркина получим характеристическое уравнение

Рис. I
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Рис. 2

II;։ рис. I и 2 изображены графики зависимости частоты упру- 
тих колебаний (1ш ш0) и коэффициента затухания (Кеш0) от парамет- 

ра / = 10*——, характеризующего напряженность заданного магнит­
но

иого поля. Здесь а0—скорость поперечной упругой волны в случае 
медной пластинки. Кривые на рис. 1 и 2, построены по уравнении։ 
(3.17) при // 0,01 а для следующих материалов пластинки: медь (кри­
вая /). цинк (кривая 2) и арсенид-галнй /г-типа (кривая 3).

II1 рис I видно, что с увеличением напряженности заданною ма։ 
нитпо։о ноля проводимости материала пластинки частота колебаний 
увеличивается. Рис. 2 показывает, что при возрастании напряженности 
магнитного поля увеличивается его затухающее действие.

Институт механики
Академии паук Армянской ССР
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