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Об одной задаче кручения составного полупространства

(Представлено чл.-корр АП Армянской ССР Б. Л. Абрамяном |1/у1975(

В работе рассматривается задача о кручении составного полупрост
ранства с полусферической вставкой радиуса R из другого материала, 
когда оно скручивается поворотом упругой полусферы, сцепленной своей 
диаметральной плоскостью с полусферической вставкой. Решение зада
чи в конечном итоге сводится к определению неизвестных коэффициен
тов и одной функции интегрирования из системы смешанного типа. По
казывается, что решение этой системы можно построить методом после
довательных приближений. Кручению составных упругих тел со сфери
ческой поверхностью раздела материалов посвящены многие работы 
(’) - (")■

Отметим еще, что к вопросу использования функции напряжений 
в задачах кручения тел вращения посвящены работы К С Чобаняна 
(9) и В С. Саркисяна (|0).

Пусть 0։ — модуль сдвига крутящей полусферы;
0։ — полупространства с углублением;
Оэ — полусферической вставки.

Задача решается в сферичской координатной системе (о, 0, <?). Произ
ведя замену координат р и О зависимостями

1п-. ; =сов0 (1)
Р

граничные, условия задачи приведем к виду

( — !<;< О

о = О <-ео</ 0)

(2)

(3)

Здесь / (В) —суммируемая, кусочно-непрерывная функция, опре
деляющая закон распределения касательных напряжений на поверх
ности крутящей полусферы. Поверхность полупространства полагается 
свободной от нагрузки. Условия контакта крутящей полусферы, полу
сферической вставки и полупространс!на даются соотношениями

269



= ЦЬ=Цг> при Е = 0, 0</<оо (4)

= ,<։• ЦЫ = и>_2' и ри I = 0 О < Е < 1.

Задачу будем решать при помощи функции перемещения 6(/, Е) (3) 
Через эту функцию, перемещения С\, напряжения и т,¥ выража
ются следующими соотношениями

= 0(1 - Е։) . о/ртгр (5)
0; (и

U, = Re֊4f\ Е’ф(М)

Функцию перемещения ф ищем а виде

[ ?1
■ИМ)=

I h

(֊ 1 <Е<0, О < t <ею) 
(0<;< I, ֊^</<0) 
(О < ; < 1. 0</<оо)

(61

Здесь, а соотношениях (2) — (4) и в дальнейшем величины, относящие
ся к крутящей полусфере мы отмечаем индексом 1—к полупространст
ву—индексом 2 и к полусферической вставке—индексом 3. Функции

>/(/= 1, 2. 3) берем в виде (’•")

•МЛ «) = *? + £ г-7*»-')’ Рм_,
*-1 (О I֊ W, Р, (MW.+

+ р^_1(5) (/в1։ 2։ з)։
»-1 (7)

где T.(t)=ei' (-sin р/— pcos р/ I.

/;=.4՛; —-----f-in—!—-Н , Е*=Е sign;, slgnE J t«<° (8)
‘ ' I 1 + Е* к • к j

T’ntO — полиномы Лежандра. P-L. (Е) — конические функции. Р^(Е)=

Р,(Е). a Ai^_vD^ ։ и ДФ(р) - неопределенные коэффициенты и
W

функции. Относительно этих неопределенных коэффициентов и функ
ций полагаем, что

^'21(|‘) = -I = °- (9)

Для перемещений и напряжении, согласно (7) будем иметь:

'f,‘՝=fiiV I - Е*
*-1
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+ (2* ,(«)+ .1+Ц;‘№, (10)
о

х<0 = С/(1-”)[ -2(2 - 0X^4֊ V I д^։ е-м-1н +

+ ^, «(?*+‘”1 ։(0 + 81йп И«(0(։‘)/г։ (5*) ГДМ», (11)
и - у+»и

бК‘’ = /?е֊УГТу|ф«4-£|Д&։е ։<• и^. ао ,е<։‘+0'|Р„^В) 4֊ 
* 1

4-(^°(р)Р՜ . (Н ТД/)^. (12)
и — 5՜՝

Представим функцию /(£) в виде разложения в ряд по функциям 
Л.֊, (Ч (12)

Здесь

/(;) = ОУ1Г7й|Г,4 У/-ЛР?»_,(;)|.

4/г -1 ।
'* О։2А(2Л I).

и
\1-(’)՛'•/(*) Р |(5)(/5։

-I

О
— ( (1֊5։)1/։ <(!)*
2и^

-։

Из условия (2), учитывая (13). имеем
д«|> =------/*—, Л<0’»=/։.
п-' 2(Л—1)

(И)

(14)

(15)

Условие (3) соотношениями (II) выполняется тождественно \довлет 
нория первое из условий (4), имеем

0։в’"(и) = -^’‘(р), 0,Л<''= (|6>
Второе из условий (4) дает:

Д(М_ду։ = ,(0)

(0) в2р - Л<’)
94 /ч

(* 1)я:։_։(0). (18)
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Следующее условие из i ll дает

-2G,(A I) /Н3.' ,-G.(2*+l ) k =2.3....

3G։/J<;> G։ Л<3>. (lrJ}

Удовлетворяя последнее из условий (41. имеем

О<®> Л<’> = А <?'՛?,+
рЛ‘3|(р) • Л I (О) — у-И։՝

(20|

**4* i~ ^‘о?» "Ь о^(2^ _ ’
рЯ(Э>(р)РЛ+11(О)

" и* + ֊
4

Ф. (21)

Здесь использованы разложения функций Р । (;) и ՛!»“($,0) в ряды
»

по функциям Р^_,(с)- Причем

«։.0)-Л<<> ^ln2-l) +хн Р;,_,(=) 
՝> \ «5 / * -О

(22)

(U 1 )/<*_! (0) , 1 1
|2*|2* — |)|г 2(*-1)(2Л + 1) 2*(*-1)(2«- 1М2Л4-1)

(23)

Введем новые неизвестные подстановкой

*=$*֊ ;>%>«-■ <*°2-з-> <«>
*(Н)-֊ ^±+J0) £<3>(р). (25)

Легко заметить, что вновь введенные неизвестные определятся пз соот
ношении

х(и) = й(и) -Ь V/y*(R)y* 
>֊2

(26)

Ул + te-. (v)x(^)Jy (л = 2. 3). О
Здесь обозначено

л<» I ֊:■ Ч1Х ! у h ■ Ри . (0) I P-U.J0»

\ • / * *
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Н” 1)Л (2л | ))(2я — || ДЫ) 
(4я-1)|2(л-1)(т, | 1) ք 3] Հ, ,(0)'"

= -
I !֊■ Р-1.4Ь«’> 1Л.-.<0>1։

■ + '".Рч-1 
4 \ 2 /

Հ-4Տ) 2___________ 2(л - 1>(2я -Ւ 1)__________
՜ 12(п ~ 1)(йц + ।) и 3|խ’-էՀշ« ֊ iy

I* — ։
2А(2А I)՝

Неизвестные коэффициенты Д’{’((=1.2) выражаются через х(ц| и у* 
с помощью равенств

А<}> в д<’> -1д։и -LL՞1» -1-3v Л”рц-|(0) j.
3 тх >П2(*1)(2АИ)

+ 3V____ ֊ I)
(2Л4- 1Н2Л ֊ 1)(2Л 2) • 2Л

Д(»1в 3Ъ Д1 •>+ 3 f (29)
mi “ о |‘* + 7

Таким образом, решение поставленной задачи сводится к определе
нию неизвестных величин х(р) и у* из системы уравнений (26). Та
кне системы исследовались в работе (”) и, если для коэффициентов 
системы (26) имеют место оценки

ГАМ?) - ։ ?(н). Г gnW<fc=։ ф(")
>-■.՛ »

(30)

II тля свободных членов

Где величины 3 (»») и *1' (и) ограничены, положительны и меньше 
единицы при любых значениях п и п, А։ и Л« ограниченные величи
ны. Тогда из системы (26) величины л(в) и у* могут быть найдены 
методом воследовательных приближении. Пользуясь выражениями 
(27) можно показать, что оценки (30) имеют место.

Армянский сельскохозяйственный институт

m. и. ՆՇււեՅԱՆՐաղսպրյաւ կիսսւտարածության ոլորման մի խնդրի մասին
Աշխատանքում դիտվում ( մի աԱ նշո.թք,Տ պատրաստված R շառավիղով 

կիսասֆևրիկ Ներդրակով կիսատարածո.թշան ոշորումր, երր Նա ոշորվռմ Լ
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