
ՀԱՏԿԱԿԱՆ ՍՍՀ Դ ԽՏ Ո հ !► Տ Л ԻՆՆ Ь Г Ь ԱԿԱԴՍՍ՜ԻԱՏԻ ЯЬМПМвЪЬР 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LXI 1975 - ‘ 5

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 518.5 681.3

А. А. Азатян, Р А. Тамразян

Об одном методе перечисления элементов списка всех 
перестановок из п различных символов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Ф Т Саркисяном 18/\'1 1975)

Среди известных алгоритмов для перечисления элементов спис­
ка всех перестановок из п различных символов (1՜8) одним из на­
иболее эффективных является алгоритм Джонсона (4). Сущность ме­
тода Джонсона состоит в последовательном генерировании каждой 
(Г-г1)—Ой п — перестановки из Т ой путем вычисления на каж­
дой стадии позиций 5(7՛) и 5(7’14֊ 1 переставляемых элементов пере­
становки. Рассматривается равенство

Т = л! (г/։, б/л, ■ • • , d „), (I)

где: </* = (> или 1, или 2. • • • , или А — 1; «7в = с/|=0.
Поведение функций (1к задается последовательно конструируемой па 
каждом Г - ом шаге соответствующей «-кой чисел, составляемой 
с помощью системы счисления с переменным основанием (//-ос 
число возрастает до величины « — 1, (//— 1)-ое —до величины // —2, 
и т. д ). Для того, чтобы получить (Т'4-1)-ую перестановку 
из Т • он. необходимо переставлять символы в позициях 5(74 в 
5( 74 ± 1; при этом используются равенства:Տ(7) = ճ7(*)4-ծր(«),
где: а / (Л) = k — dk, если |մ*_ւ 4֊ (A — 

dk в противоположном случае:
— четное;

(2)

br\k] =

О, 
о —» 
о,
I.

если 
если 
если
если

dk — четное 
dk — нечетное и А — четное

dk±dk-\ четное
dk 4֊ ժ*_ւ — нечетное

нечетное;и k

О, если 4- (« — I) — четное;
1. в противоположном случае;
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Ь) (/։) = 0.

Анализ соотношении (I) и (21 показывает, что для нахождения 
адресов 5(7՜) и 5(/’)4 1 по методу Джонсона требуется время, поря­
док которого может быть оценен формулой:

В|Л — ( Юл 4- 20)% (3)

где: п — длина перестановки, 
т — время короткой операции (типа сложения с фиксированной 

запятой).
В отличие от известных методов, описываемый метод сводится 

к матричному управлению процессом образования каждой следующей 
перестановки из предыдущей путем выборки на каждом шаге опре­
деленного адреса из матрицы (.треугольника адресов*) и транспонн-
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ронин ни соотЬетствующей адресу Пары переставляемых элсЫентоЬ 
перестановки. Рассматриваемый метод (..метод треугольника адресов*) 
строго обоснован (’), здесь же. ради краткости, ограничимся рассмо­
трением необходимого набора определений. Для этого сконструируем 
некоторый А —каркас (рис. 1). представляющий двойную сетку 
из линий, точки пересечений которых представляют индексы (/, у) 
(/((1,2. • • • . «). /((1. 2. • • • . п1-|- I)) и (7, А)(^‘(1, 2, - . • ,д—1), 
А((1, 2. • ■ -, «I) и где каждая из пар индексов (7. А) смеж­
на с парами: (Л у). (/4-1./). (Л/4-1) и (/4-1, /4- 1); каждую из 
сеток индексов назовем также „таблицами аргументов* |/. у| и (7, А|. 
Определим числовые функции ։(/./)(։(/./) 0) и ^(7. А)(0 < ?(7, А)

1) над массивами таблиц |/, и |7. А|, соответственно, и введем 
таблицы |։(/, у)| 1?<7. Л)|. сопоставляя каждой из пар (/, у) и (7, А) со­
ответствующие значения ։(/, у) и ?(7-*)• Каждую из // — последова­
тельностей значений а(/,/) (при /— фиксированном /=!,2, • • • ,//) 
(каждую строку таблицы |։(/,у)|) назовем .// — перестановкой*, если 
повеление функций ։(/. у) таково, что эти п — последовательности 
всегда одинаковы по составу. Две // — перестановки различны, если 
они различаются только по порядку расположения элементов. Обо­
значим через |РП| и назовем .полным* множество всех различных 
п — перестановок в том случае, когда число их Рп соответствует ра­
венству

^ = ||Р-11=л1

Две перестановки назовем .взаимно односмежно транспонируе­
мыми*, если они могут быть отображены одна в другую путем един­
ственной транспозиции (взаимного обмена местами) некоторых смеж­
ных (ио индексу /) элементов, а последние назовем .транспонирую­
щими* элементами. Пусть поведение функций 3(7. А) на /, 7. у. А — 
— каркасе таково, что

?(<7. *) =
1. если я(/.у) = а(/'4֊ 1,у 4-1), ։(/, / 4- 1) =э(/4՜ 1. /), 
а элементы «(/, у) и ’(/4-1.7) —транспонирующие;
0. во всех остальных случаях.

.Адресом односмежнои транспозиции Д’/ назовем соответству­
ющую этой транспозиции пару аргументов (7. А) таких, чтобы удов­
летворялись условия:

= (7. А), если (1(7, А) = 1;
не существует, если А) = 0.

При необходимости будем говорить также о „7Я — адресе*, имея 
ввиду соответствующий адресу А"д аргумент 7,.

.1 реугольником адресов А"/ назовем совокупность 7л—адресов, 
расположенных по строкам А^, перенумерованным сверху вниз ин­
дексом х(х = 0. 1, • - . ։ п 2), при условии, если в каждой 5-ой 
строке расположены 7Я_։ — адреса, удовлетворяющие соотношению: 
264



7- 7* +• т для всех 7„ — четных,
|) для всех 7, нечетных; (I)

где:

/(я)
Л (֊О'

* + ( - 1)‘+‘

при п — четных.1 *+' - ( - I)'՜1 
2

при п нечетных.

В (*) строится такая последовательность адресов .4՞*. которая 
перечисляет все элементы без повторений из |Р.,| с помощью взаим­
но односмежных транспозиции и может быть расположена в треу­
гольник адресов А^, удовлетворяющий соотношении! (4).

Таким образом, при каждом фиксированном л треугольнику 
адресов .4՞^ взаимно-однозначно соответствует последовательность ад. 
ресов Л"4, перечисляющая множество элементов |Р„|. В (•) также 
показано, что каждый треугольник Л '( содержит все треугольники 
Л"?** А՞-*, • • а каждый треугольник 1 все треугольники 

\ Л"՜5. • • • ; так что, если для некоторого Л^А/— как угодно 
большое, конечное) с помощью соотношений (4) построены треуголь­
ники А*< и л*՜1, то тем самым заданы все треугольники Л։Л;, п №. 
Пусть, например, п — четное и № нечетное. Тогда, выбирая тре­
угольник я-у вырезываем* из него (отсчитывая с прямоугольной 
вершины по катетам п 1 элементов) треугольник /V Наличие таких 
треугольников дает возможность перечислить элементы |Р„| Iли всех 
и № методом матричною управления (методом треугольника) Суть 
метода описывается следующим алгоритмом (на рис. I 3 описыва­
ется пример при п =4):

Рас. 2. Треугольник Л*'՛. .вырезка* треугольника Л*
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I Исходя и֊։ четности либо нечетности //, выбрать один из 
треугольников Л'? либо 1 (пусть, например, п четное, и /V — 
— четное, тогда необходимо выбрать /1*) (Рис. 2.).

-—֊։«.»* ։,», »,», *.։, $.■»; «,։, тд. ».э, «д.
о.». »гд. ПД1 н.,4 ид-д«лд7д,1вдд»д;
мд. г1.э, и,г. пд>

Сне 3. Разворачивание треугольника Л1у’ и последовательность

2. .Вырезать* из треугольника Л* треугольник Л" (см. рис 2).
3. .Разворачивать* пошагово треугольник в последователь­

ность 7«|—адресов согласно правилу: выписывать последовательно 
значения адресов (при 5 —0,1,2, • • ■, п — 2) так. чтобы
после каждого полного перечисления подпоследовательности 
адресов выписывался один дп-,-1 — адрес, после каждого полного 
перечисления подпоследовательности ул_,_| — адресов выписывался 
один ~ адрес, • • • (рис. 3).

4. Из п различных символов (значений функции ։(/,/) (/= В 
7=1.2, • • • .«)) составить некоторую л— последовательность (рис. 1).

5. В соответствии с каждым А ым шагом п. 3 (рис. 3) осущест­
влять по одной односмежной транспозиции в каждой к - ой я—пе­
рестановке. образовывай тем самым каждую (А4-1)-ую л — пере­
становку (рис. 1).

Данный метод отличается от известных тем, что использование 
треугольника адресов в качестве управляющей матрицы дает 
возможность почти полного исключения арифметических операций, 
резкого сокращения количества команд и существенного уменьшения 
объема памяти.

При использовании метола .треугольника адресов* для осущест­
вления генерирования каждой следующей перестановки из предыду­
щей требуется время, порядок которого оценивается формулой:

езл '-20-. (5)

Из (3) и (5) имеем;

>,= — = 0,5/1-|֊1. 
Чл

На практике большее значение имеет не величина а разни­
ца во временах, затрачиваемых на процесс генерирования всех эле­
ментов при использовании метода Джонсона и метода .треуголь­
ника адресов*. Очевидно, эта разница существенно возрастает с 
возрастанием факториальной функции л! и ставит практические огра 
ничення для реализации более жесткие для метода Джонсона.

Программа, составленная на языке Ассемблер для машин семейства 
ЕС/ЭВМ с операционной системой ДОС/ЕС, отлажена на машине ЕС
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1030. С учетом требования большинства прикладных задач и произ­
водительности машины ЕС 1030 число п ограничивается следующим 
образом: 2 Л/= 16; хотя нет никаких принципиальных ограни­
чений для использования программы при Л^> 16. Объем программы 
нс зависит от Л' и требует область оперативной памяти (ОП) в 1492 
байта, что обеспечивает ее функционирование в любых машинах 
семейства ЕС/ЭВМ в исполнении с минимальной намятые. Примене­
ние ДОС/ЕС дает возможность загружать программу в память в 
любой момент рабочего времени. Программа имеет возможность мно­
гократного перечисления полных множеств элементов \РЯ\ (1 С

99, где С—кратность перечисления). Информация о режиме рабо­
ты (л, С) вводится н память с помощью пишущей машинки

В зависимости от требований прикладной задачи каждую оче­
редную перестановку символов можно либо выводить на периферий­
ные устройства, либо непосредственно использовать для динамическо­
го управления или в целях передачи информации.

Блок-схема программы приведена на рис. 4

Рис. 4. Блок-схема программы

Контрольными тестовыми задачами являлись задачи по перечис­
лению элементов |/5<(| при //=3,4,- • • , 9, Результаты решения 
задач (списки элементов) проверялись по числу ожидаемых элемен­
тов в [Р„| и на неповторясмость и дали точное совпадение с теоре­
тически ожидаемыми. Зависимость времени перечисления элементов 
|/Л»| от величины п (7’в.п =/>(«) и 7’,,. =/,(«). где 7л.,(—время 
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перечисления без вывода на печать (в сек) и Гц,— время перечисле­
ния с печатью (в мин)) при « = 3,4.5,6.7,8.9 выражается, соответ­
ственно: Гал.-9,6- 10՜’; 3,84 • 10֊-'; 1,92- 10֊’: 1,15; 8.05; 64.10; 
580,00 н 7п =6,86 • 10 ’; 2,74 • 10֊-’; 1,37 • 10՜ 8,23 ■ 10֊’; 5,76; 46,01; 
414,88.

Ереванский НИИ математических машин

и., г. uiu.sm. i>. и. н*и.1гриявиъ

Տարբեր ս|ւմւ|ււլների<| կшqմւ|ած ո-սւԼղափոխութււււննԼւփ լրիվ 
pluqifnipiiufi |>ւ{tnւ՝l|vfinն մի մեյ>ււք}ի մասին

Ամեն մի ամրոդջակտն Ո֊ի Համար տրվում Լ տարրեր Ո սիմվոլներից 
կազմ ված Ո֊ տեղափո խութ յունների (րիվ րազմութ յան թ '[արկման մեթոդ,
որր ի տ արրերո։ թյուն հայտնի մեթոդներից հիմնված է տեղափոխություն* 
ներն ստանալու պրոցեսի աղյուսակային ղեկավարման սկղրոլնրի վրա 
Այղ մեթոդի կիրառումր հնարավորություն Լ տայիս համարյա յրիվ կրճատելս։ 
թվարտնտկան օպերացիաներր ե րերոլմ [ հրամանների թվի ու Հիշողության 
ծավւպի խիստ կրեա տման։ Նկարա դրվում ք այդ մեթոդի մ երենա լական 
կքւ ր առումն ե րի ց մեկր։
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